استاٹ ٹانشکدۂ علوم پ 
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فنلس4 تحلیلی 


بخش لضست 
در نار ھا 
جند بھای راستادار ٠‏ 

١‏ جند بھای عددی و چند بھای رامتا دار 5 چندیہائبکە با ا سر و 
کار دار یم بر حسب عدہ و نوع عوامل رباضی لازم حجہت تعبینشان بدو دستہ تقسیم 
میشوند . ٠‏ 

اول ٌ: 7 ئک ہوسیله بل مقابسہ فقط ہا مقداری از نوع خودشان کہ و 
اختبار شدہ است کاملا توسط یك عدد مشخص میشوند , 

این عدد مثہت بامنفی واندازۂ ان چندی بودہ وچنین چندیہارا اسکالر نامند 
مثال طول ۔ سطح ۔ حجم ۔ کیشۂ و غیر 

دوم آ نہالیکە توسظ بات عدد و, بانسری ھندسی وکاھ ہی آوسط نقطه عملشان 
تعیین میشوند چنین چندیہا را راستا دار ویابرداری نامندز ر اس کان ا ناسل 
لک بردار نمایش داد . 

مثال _- سرعت وہا شتاب يك نقطہ مادی ء دوران یك جسم در حول بث محور 
و عیرہ: 

٣‏ بر۵ار ۔ بردار پارہ خطی است محدود ہین دو نقطہ کہ تکی را آفا 
و دیگری را انجام مینامیم . میتوان گفتکە بردار پارہ خط راستا دار است . 

بردار را با دو حرف که اولی ازسمت چپ آغاز ودوی انجام آنست نمایئی 
ذادہ و روی ان علامت سہم میگذاریم 85م اغلب اوقات آنرا جہت آسانی محاسبہ 


عسے 


ہا ہك حرف مثلا ےے نیز نمایش میدھیم . 


2 
۴۳۔- عوامل يك بر دار ۔ چنانکە برداری دادہ شدہ باشد طول بارہ خط آآن_ 
بك چندی اسکالر بودہ و چنانکە یك یکە طول انتخاب کنیم طول این پارہ خط قدر 
مطلق آ ہبردار میباشد پس از آنجا با بردار ہا چہار عامل مشخص میْشود 
١‏ ھبداء آن گ۸ 
٢۔‏ اإمثداد خطی کە حامل آ نست . 
۳- سوی جنبش در روی این امتداد کە از مبداء ھ ہسمت 8 است . 


٠ قدر مطلن آن‎ _ ٤ 


خطی کہ برداررویٰ آن واقع واز دو ٭ 
طارف نامحدو د اش حامل بر دار نامیدہ ھیشود فی ”ای 

بردار صفر ہرداری أشتکه اتہای آت : ہے : 
بر مبداء وت منطبق ہاد . قدرمطلق چنین 7 تٍ 
ہردار صفر بودہ امتداد و سوی آن نیز غبر مشخصئد . ش ١‏ 


۳ے ھمسنگی - دو بردار را ھمسناک گوئیم وقتی موازی 7 ہم سو؛و فدر 
مطلقمان نی باشد و ہا بعبارت سادہ ہتوان ہا ہلت انتقال یکی را وو کر منطبق 
نے ۱ 
ے 


ج_ 
نمود . وی را باعلامت ۔۔ نمایش:میدھیم ور ہے 


۱ چ_ عجسہ 

سے ارای شالت فراس سای پیر اد نے سے ا 
ج ج 
ى سے کر نیز خوآھد بود,. 

جس .گج جہ _ جہ جج جم 
چنانکہ بر ے ےے و سم سے کی باشدے ے پ خواھد ہود. 
سے لے ۱ 

اگ رو اردان می ا0 اکر مسماہ بقل فکل تو کر مر اڑید 
الاضلاع بودھ و میتوان دو بردار را ہا انتقالی مساروی ۸7۸ برھم منطمق نمود و 
ھمجنین نم۸2۸ و کو نیز ھمسذك میبائند . 

نان؟ ہہ 9 

چنا ۹ برداری مساوی صەر باشد نرا مثل جبر بصورت ٥‏ سے کے نمایش 


ھسدظلشسم . 
ہم 


ھمحنانکه در عملیات جبری روی اعداد میتوان یحای عددی مساوی ا,نرا 


۳۴ 
قراز داد۔ہدون آنکە در نتیجه تغیبری حاصل شود بہمینطور میتوان در عملیاتروی 
زرَدَاوْ فا را کال ھا سد ازغاو اکا خحای شتارثتازر ا سیآ باج ار وی سن 
حاصل آیکی خواهد شد . بطریق سیگ نیز میتوان چنان ببان نمود . 
در محاسبات برداری عوامل محاسبھ و ھمحنن نتایج حاصل با تقریب لٹا 
ہمسنگی با بت تساوی تعیبن میشوند . 
ھ ۔ پرٹار ھای مواتی نے 
چنانکہھ دو برداز سے و تر موازی 


ناوت خترات لاہ و سعطلیق اتا 





ریئا را با ہم مقایسھ نمود . 

یڈ“ در تر داز کر اون و 2 مساوی خارج قسمت قدر مطلق ھای 
آنہاست با علامت + یا -- ہر حسب آٴنکە دو بردار ہم سو یا با سو ھای مختلف 
رات ٣‏ 

ار نادان یا ضرغ اش کگایری! ا رك تار کا عق مت 
بکار مبرود انتخاب شدہ اِست جہت این بردار جہت محور وتمام بردار ھای موازی 
جیا ام ظاماشاشو روا ہے ار ادان سک ا 

لعاف تاس اق مر نو نی کم لاق اشک ساد 
ا نتیجہ میشود کە نسبت دو بردار موازی یك محور مساوی خارج قسمت 
اندازو ھای بات 

اندازہ بردار 48 یا ے را باعلامت 5 یا > نمایش میدھیم درحالیکە قدر 


ج 


مطلق آن کہ قدرمطلق اندازہ اسٹ با علامات | ۸8 | یا أ۸ |ویا| ہوا > 








تغاہت دادہ ھیشڈود ٠‏ ا 


ج 
5٦‏ ے.حاصل ضر بے لت ہر ار در رٹ غعد ك۵ حاصلضرب بر دار ْ2 دراسکالر 


سک 
١ :‏ - جے وس 8 
وباعدد گر مساوی بر داریست کہ دارای عمان امتكد|د* وسبت ان ے مساری 
ٔ: 8 ہے یک ا 
جج باشد . این بردار یا تقریب یلگ ہمسنگی تعیینگػشتہ وا نرا با ىہ کم نمایش میدھیم 
۱ مد ج 1 1 چہ-۔ 7 بڑے 
تمام بردار ھای 2 مر موازی 2 بودھ و برع س هر بردار گًٌ موازیٰ را 
میتوان ہدیہن صورت نوشت 8 زیراکافی است کہ گرا مساری سیت ھ ب۵ں بگیریم 
عوسی 
و بخصوص چنانکە محوری با برداربکە ے فرض کنیم این بسک ڑا خواھیم داشت 
اج 
بردار موازی محور و با اندازہ ۸5 ےس بے مم 
سم 
و بالاخرہ چنانکه بردار َو اعداد ھ۸ و ”را داشته ہاشیم سای و را 
جے : ز جے ۱ 
خواھیم داشت : ے (مرم) حدڑے مھ7). مھ 
سب جج جم چے ۱ ج - 
برای اثبات ان بردارھای ے .گر سح و ڑ(ےم) ےر سے2 مر۔ے, 
ج جم 
موازی چ را 7 مبگیریم : بہردار 1 را بردار کے انتخاب کردہ اندازہ ھاىی 


جس جم ج 
وڈء یں و ھ۸ بودہ و از سیا نسبت :7 ب4 ے ٠‏ سای خارچ نت ان 


. کت جح 
اندازەھایعنی ۰م7,.ە7۶ و2 ساقلف ہس ازاتیا: و )72)٤‏ سے تم میشود 
۰ : 0 7 ا رت 
از این رابطه لنیجه میشود که خارج قسمت ہبردار بر عدد کم مساوی 


ج ج جہ 
جمع ھندسی 


کو و ا ۰٠‏ : 26 وو جم 
۷_- اەر اف ے حاصل چعمع ھمدسی جبد بردار تئ2 ۸ و جح 7ف فو 2 


بر دارست کہ بترتیب زیر ہبدست میآید : 

ازنقطھ ھ بردار قہ راھمسناک 2 وازنقطه 8ھ بردار 6 را ھمسنكک 
۲ واز نقطه ٥‏ بردار خ0 را ھمسنك َ و ھمینططور 5 رین بردار رسم 
کرووا و اتک و از آجڑ خرین بردار باشد ىاھ راحاصل جمع هندسی این , 


بردار ھا نامند . 


در مورد دو بردار میتوان از ھمان مبداء ٥‏ دو بردار 0 و ق0 را 


۱ انت 
عمسنك آنہا رسرکرد حاصل جمع ۳ قطر متوازی الاضلاع 8 ٥‏ ھ ٥‏ عیباشد . 
حاصل کو ھندسی ہا غمان علامت ۴ نمایش دادہ شدہ زہرا دارای عمان 
خواص حاصل جمع اعداد میباشد : ۱ 
ہج جم ۱ کی وہک 3 
"62+9 سو ا(2 )ےم ہے 
خواص بلاازروی شکل‌واضح 
میباشند زہرا در اوا یىی میتوان در . 
متوازی الاضلاع جای ھر بك از 


بردارھارا عوض نمود و دردوی 





میتوان بعوض دورہ کثبر الاضلاع 
جع ھ بردار م و را درڈطرف ۱ ش ٣‏ 
و و بردار ے را بجای دورہ ٍ چ ھ در طرف دوع قرار داد . 
ازتساوی ھای فوق نتیجه میشود 
ےک در جمع ھندسی يك عدہ بردار 


میتوان جای هر بردار را عوض نمودہ و 





ھمچنین مجموع چند بردار را میتوان 
ہجای آ سی قرارداد رات در نتیجۂہ ۱ ش ٤‏ 
تغبیری حاصل شود : 

قدر مطلق ھر حاصل چمع ھهندسی منتہا مسارو ی محجمو ع قدر ر مطلق ھای 

ج جا جج ج- : 

بردار ھا است . س اھ ا بداو ا۶ہی 

این رابطہ نیزازروی شکل واضح‌بودہ زیرا طول اھ منتہا مساری مجموع 
طولٰہای اضلاع سس لہ 0) و وڑھھز میبائشد 


تساوی مجموع قدر مطلقہا وط موقعی است کە ہر دارھا موازی وظم سو باشند 


ھگاہں 
۸ برثار متقابل ۔ بردار متقابان 5ھ هر بردار ھمسنلٹ شر است:واین 
تنہاہرداری است که با مہ۸ جمع شدہ و حاصل صفر میشود: 
ت5 ,سے کر 3ھ این بردار را مبتوان ھمجنیر:_ حاصل ضرب 
جب ج 


8ء ) ۱ )وق گر ا زار خرن ا7ا صورت ھ۸ -- “ ےہ ہے تمایش میدھنكن 


- فو انی ش ند سی - فاضل شقہدسی عِ ا ے برداریست مثثل ٭ بطور بکه 


ج- 1 
سے --ے ے ج2 ہاشد . 
۱ کٹ 4 : 
این ہردار مساویٰ حاصل جمع 7 داع کے ہودم یعسی : 
ج۔ ج ہ - 

کے ا کت سے ود و مت ۳ کے بے تن 030(۷" 

چنانکه .از نقطه 0 بردار ھای لی و ش0 راسسنفا ” تو بے 73 رسم 
کنیم تفاضل 2 کت 7 برداری هھمسنكت ھُ .-. خواہد بہود : 

از این نتیجە میشود کە شرط لازم و 
کافی برای! نکہ دوہردارھمسنك باشندا سسدتن 


کہ تماضلنٰ آنہا برداری مساری صافر باشد ۰ 





در ہك آساوی میتوان برداری را ازیث 
طرف بطرف دیگر برد بشرط آنکە علامت ش ٥ہ‏ 
آنرا تغیں دھند 

٭۔ قضيه شال - چنانکە بردارھائی ‌موازی محوری باشند حاصل جمعآ نہا 
موازی ان محور بودہ وبعلاوہ بین اندازہ هایأ نہا رابطه زیر کە بقضیه شال معروف 
است ہرقراز میباشد ۱ 

اندازہ مجموع 002 بردار ھائی موازی ىك محور مساری مجموع جبری 
اندازہ ھایى ھر بت از ہردار ھاست . 

چنانعچە بردار ھارا طبق آنحەکہ درمورد:حاصل جمعگفتہ شد۔دراین حال 


2 رایپسں اتی قرار دھیم را بطه زیر را خوإھیٔم داشت. 


انت 
(٢)‏ پا سے ر[۴[..+-... ن4 8.0..+- ھ۸ 

درمورد دو بردار ھمسو یعنی موقعبکە بین ھ او باشداقئہه واضح 
بودہ و و کی ٢‏ ھ سے 6 ا ۸ را خواھیم داشت . 

حالات دیگر دو بردار بحالت فوق ہرگشتہ و برای اثبات حالت کلی فرض 
میکنیم کہ قليه برای ١‏ -- ہِ بردار صادق و وا برای ِ بردار ثاہت میکلیم 
یعنی رابطہ : ب 7ھ س 6+ ...حم +ھ (۳) را ثابت داستہ 
میخواہیم رابطه :آ۸ سے 7۴+ کات +... ہ6 ظ+ھۃ (گکارا 
٠‏ ثابت کنیم برای اہنکار تی (۳+)رز(از(؛٤)‏ کٍْ نمودہ خواھیم داشت : 
)۸ھ -۔- ]اھ ععا بج( ويا [×ا۔]۔×۸ھ -حھ 


بس فرمول )٢(‏ کلی ثودہ و 0 8 ۸ 0 ۷ 





ہم 


جس 


میتوآن! ترا بصورت زیر نیز نوشت 


ہے ھ۱۰۸ ۔ا۔را )([۔۔...۔ہ0 و٘ز۔۔ظط۶ہ۸ اش ٦‏ 
١۔‏ ساوبهھای شند سی حبرق -۔ کت اإعداد سے و ہز ہا و بردار ھای 
سے َ 


و و ۰- ولا را داشتہه ہاشیم میتوانیم زمتگی عحاق زہر را بن و رسیم . 
سم عیت سے ملسم 
یھ جو چا لصتم ضر و و ہف ھا 
جہے بت ج۔ 
سو بجاو و و ےت تو (م تا (٠‏ 
بستے 


سس ۔ہ- ۔ 
۸8-۱٤٥‏ ۳۔۸ )٢-0‏ 0 بسبت 


ى ) )٠‏ تیج هیشود از انکه برای ۶ فتن فتجانس مجموع عندسی : 
7٦‏ میتوان متجحائس ھرك ار بردارھا را 
بہماہےتے نسبمت کرت این موضوع از 


روّی شکل و ھمحنین از خاصیت جائنس 





واضح مبباشد :. 
سیت 


ى )٦(‏ از قضيه شال ثابت' 7 











ٹ- 
شدہ زیرا ہردار ھای علرف دوع تنستکیئ موازی بودہ و سار ظا یر را بر دار ہکه 
بگیریم 'اندازہ رو اواب سی ئا اف ْ 

7 اندازہ مجموع آ ا سل و لہج خواهد شد . 

۱ تصادیر 

۳ ۔ تعراف ۔ خط 0ا وصفحہ ۶ کە موازی نیستند مفروضند. تصویر نقطه 
اہ إز فضاروی خط 3( بموازات صفحہ <إ تقطدٴ "11 محل برخورد خط مزبور با 
صفحۂ موازی ۶ کہ از پا مرور نماید میباشد . و بہمین ترتیب تصویر ]3 روی ؟ 
محل نو شود صفیجه تإ[ با خطی موازی 7 که از 35 مرور نمابہد خواھد بود . 

تصویر بت بردار برداریست کە آغاز و انجام آن تصاویر آغاز وانجام بردار 
اول ہاشند . 

خواص زیر راجع بتصاویر واضح میباشند . 

۱ تصاویر دو بردار ھمسنكث‎ -١ 

روی بک خط ہا صفحہ و یا روی 
خطوط وصفحات موازی ہر دارھای 


ھمسنلگ ند ' 





٦‏ سے تصو برمجمو ع ھنلدسی چند 
بردار مجەوع ھندسی تصاویر است . ش ۸ 

۳- ھربردار مجموغ ھندسی تصاویرش روی سەمحوز ٥ەورو٥عە‏ کە 
تشکبل ىك سه وجہی را بدھند میباشد . تصویر وو سے ٥ص‏ ہموازات صفحە ءیرهہ 
تآرری ب۶ ۶ہ بہموازات صفحه عجد۴۲م ورویب ہموازات صمٰحه ہو۔٥‏ خواھد 
۱ بہود . در اہن حالت تصاویر را مولفہ ھای بردار نامندں ۔ 


در موردیکه خحط و‌ صمح برھم عمود باشند تصاویر را قائم کو رن ٠‏ 


کے 

۴ ۔ مختصات و ہا تصاو یر ہك پر دار سے چنانعکہ از ىك نقطہ ہ س۵ 
محور ۶٥ہ‏ ر وصےرءہ 
کہ روی آ نہا بردارھای 
بک اففاپفدو امت فزور 
دھیم ھر بردار مجموع 
عندسی عولفه ھایٍش ‌بودہ و 
تشراق سس تار راس 


اہن س۵ مقدار کاملا مشخص 





نمود و محاسہات روی این 
اعداد را بموض محاسبات وی ان بردار انجام داد . 


چنانکكه :7 برداری ہا مولفہ ھای نز و و 72 بائد سی از را خواھیم 


داشت . 
جج 


ا برداری بااندازۂ رویء۔ سے 
١‏ برداری بااندازۂ ت٦‏ روی روہ 
برداری ہا ندازہ 7 روی ھ0 
اج 
اعداد کڑ: ؟ 7 مختصات بردار ۓ نامیدہ میشوئی. 
اپ رق 7 
بھر بر دار 7 در فضا سه عدخ پُز '+' 2'۳ مربوط بودہ و بالمکس فرسنتگاء 
عتے : 
سه عددی بل بردار 2 را درفضا ہا تغریب بات تی مشخصں میکنند 8 
جہ جہ ہہ 
چنانکہ و ا رھ بردار ھای بک محور ھای یم اروئایم باشند ہردار 
ج 
بطول 5 روی جو ورا بصورت >> ٌ(ڑوھمجن ڈداردنٹرف دومحورر! ہصورت 
وش جج 0ی : 
سر لاو۶م:7 نمایش دادہ پس ار ۱ نجا خواہیم ٦اشت‏ 
ہج پچ ج 
مم للا ا۔م . بے سا کک سے 


سے 
چنانکە تی ایم نمایش بلت بردار توسط سةۂ عدد رسکی بدستخاہ محجون ھا 


ساوت 
داشتہ در صوریکە در مخاسبات برداری عملیات و روابط سیت مذستگاء محورھا 
۴ سے عملیات ٹر روی تصاویر - دوب رداروتصاویر ا نہارارری سە محور 
جج ہج ٰ 
مر رہ و ٭٭ بابردارھای بکه اع رد ھ7 
: جہ جہ ج جے 
فرض میکنیم : تر با سا جر ا سا پر جسیم 
ج ج ج ج 
تر ۔ل۔ بر سلپ پر سے ہے 


شرایط ھمسنك ہودن این دو بردار: سس سے 7 ٦‏ لا پڑسمہ× 


7 : موی 1 1 5 کت 
وشرایط ھوازی بودئن انہا: یہ سے ہے سا ہے مبباشند . 


0 عتے 
مولفه ھای حاصل ضرب س سر: سَل و و ا بر و کَڑ ود 
اھ ےم اچ ۲ ۰ 
ومولفه ہلی مجموع ٭ے لے :"کا کل و الا ۔ا لا و 20 ×< خواھند بود. 
٠‏ می .موس 
البات سم درمورد حاصل چجمع کافی سرت که و ا را با ھم چمعغ نمودەو 
جہ ‏ جچس جچہ 
ازء وے و۶ فاکتور بگبرم : 
-2 ج جے ‏ : جے ہج 
ا اک ا ا ا ات 7 
در مورد حاصل ضرب در عدد یہ بہمین تر تیب از تی (ج) استفادہ کردہ 
وچنین خواھیم داشت : 
پے ج_ ہے ہج ہہ ج ہے 
ت7ر(ہ) لہ ) لاجر ) ساس ( کر وہر ) سے ( تچ لج لا سلپ پڑ) بر کس سے وم 
و بعخصوص تصاویر بردار متقابہل بات بردار ھمان قصاویر باعلامت عیباشند 
از ا نجا تصاویر تفاضل دو بر دار "لا ل7 و ٢آ‏ و نپ 
ودر نتیمحهہ شرابط مس کا عہارت ازصفر ہودن لین اصاویرند بدستمیاً بند 
درمورد ھوازی بودن دوبردار لازم وکافی است کہ ور سے بودە واز 
ا نا شرابط بالا یہدست خو(ھند ای 
۵۔ سوی سم و ھی ۔ دراغلب موارد محور ھای مختصات را قائم و وراحد 


را روی! نہا یکی اختیارمہ لیم ولی بعضی اوقات لازمستکە جہت محورعا را نسیت 


انت 
بہم نیز بررسی نمائیم. 


یم دو سە وجہی قائم ع| وع 0 رو ١ا‏ او ےی کہ بال! ہای آ نہا ہثٹر ریب معینی 


۰ ارک رفته ائد دارای یك سو عیباشند چنانکہ بتوان ہا یك انتقال پکی را بردیگری 
منطبق نمود . این انطباق ہایں طوری باشد کہ پالہای ہم اسم روی ہم واقع شوند 

از این تعریف قانون زیر نٹیجە میشود : 

دو س وجہی دارای يك سو یا سوھہای مخالفند بر حسب آنکە بینندۂ کہ 
ہی در پی روی دو یال مر بوط ۰٤٥و‏ 'ہ پاپستند بطریقبکە جہث این اسە ھا از ہا 
مت سرفرار گرد وخ ماع دے ار ور“ 'ى ا 'م وھ 'و'ە را دريك سمت پادر 
سمتہای مخالفھم بببند ویا سا نکه درصفحات ‏ ء و وو '٭'ن ژواپای ھربوطہ 
( ٥و‏ ئ٥)‏ و ( ٥٥‏ و ٴ٥‏ ) دارای یك سو ویا باسوھای مخالف بامند . 

سوی چرخش درحول ہرمحور مثل 172 را میتوان باسوی سە وجہی مقابےے 
کر د بدین ترتیب کہ اگر بینندہ در روی این محور طوری بایستدکە جہت محوراز 
پا بسمت سرقرارگرفتہ ونیز چون ازداخل سە وجہی زوایای آ نرا نگاءکند چنانکہ 
سویدورانراھمان سوی زوایای (و٥ەرو٭)‏ ویا(٥٥و‏ ى٥)ویا(ء٥٥رو۶٥)‏ بیند 
آن دو را ہمسو وگرنہ با سوھای مخالف ہم نامند. ۱ 

وبالاآخر ہ میتوآان ھرسهە وجہی را باسە وجہی قائمی مقایسەکرد بدین ترتیب 
کا انا را ھمسو یا ہاسو ھای مخالف نامند ہر حسب آ نکه بینندۂ که پی در پی 
زوایای دو سە وجہی غیر مشبخص ۔ و ع٥٥‏ و قائمء و٭ہ را از داخل آنہا نگاء کند 
سوی زوایای (و٥ر٥٥)‏ و(دوەوث٥)ر(دەرءم)‏ راھمان سوی زوای ای 
(ب ار م!٥)و(م‏ ٥ار‏ ۳ن) و (مر!٦‏ ور )٥‏ ویامطابق سوی مخالف 01 ہیں ۔ 

٦-۔‏ فضاق راستا دار - برای مقایسه دو سەه وجہی ٦ور‏ تا نسیت بھم 
میتوآن: انا را نسبت بی سە وجہی سوم] مقابسہ کرد . چنانکه ٦‏ و تا ھمسوی 


سه وجہی 1 ویاانکە ھردوبا سوی مخالف 1 باشند نسیت بہم ھمسو خواھندبود 


١۶ 
. و فمجنین أست در موزرد دوران درحول یك محور‎ 

اچنانکە يك سەہ:وجہی 1 در فنا انتخاب کردہ باقند ‏ بظوریکہ نسبت: بات 
تا بت سی ہای دیگر را مقابسه کنند گویندکه فضا را راستا دارگردہ ائد . 

در ہك فضای ر ا۔تادار ھر سە وجہی راک عمسوی سہ وجہی مقابسہ 1 
باشد مستقیم ہامثبت وکرنە ەمکوس یاعنفی گویند و ھمجنین است برای چرخش 


در حول يك محور . 

در غلب کتابہای هندسە ومکانیگ سە وجہی خی دانظر رع انان سس کن 
کە برای بینندۂ کہ روی مٌحور ٭ ٠‏ قرار گبرد مور ٥‏ در سمت چپ ومحور پڑہ 
طرف:راست او باد و یا 
آنکه دوران در صفحہ از ا 


چپ براست وہاسوی عقربھ 





ای ضاعءت باشد 


درنجوع رز فیز یك معمولا ۱ ۱ ۱ 5 


نا و 
انتخاب میکنند یعنی از 
رےمامسضت 5و 
دوران‌زمین ئسبت بمحوری 003ھ" 


است عیباشد . . ش ٠١‏ 
۷ ۔ آھر إِف ۔ حاصل ضرب داخلی دو داز مور عتف مساوی حاصل 
ضرب اتدازہ ھاىی ۱ نہا در جیب تمام زاویه دو محوریبکە حامل آیا ظقستٰدں میباشد ٠‏ 


( وو ء2) موم ینہ 


-۴۔ 

طبق اہ رے تعریف مقدار حاصل صعرب :داخلی بی بسوی مثبتی کە رروی 

جال بدا ھا اوت کردہٴ 1 م ندارد زیرا چنا کہ سوی سے رإ بجای ۔ '٭ مثلا 
جچ 
207 ؛؛م اندازۂ ت تغببر اوت جائ و ےسچین حببب تمام راو ۶م چوزر َ ہك :ا 
براویہ افزودھ شدہ است ' نغبیر علامت خواعد وو 
ک سے 
میدانیم کہ حاصل ضرب ے در ەە زاویہ مساوی تصویرم روی واو بودہ و 


خ 7 بج .ْ۰ : 2 
هھمعنین است برای 2 پس ازا نجا میتوان حاصل ضرب داخلی را بیکی ازدوصورت 





ےآ × تصویر کم رری بج وہا 6× تصویر ے روی ہو و نوشت ۔ 
چنانکہ سوی ےج ٭ و از را سوی بردار ھا انتخاب کنیم اندازہة انہا اعداد 
مثبتی مساوی قدرمطالقشانئیدہ ودرنتیجہ زاویہ ( و و ٤‏ ٴء) ھمان زاویہ بردارھا۔_ 
ہے ہے سم 
( و ہودہ وازا نجا میتوان گفت کہ حاسل ضرب داخلی دو بر دار مساری حاصل 
ضرب قدر مطلقمان درحجبب تمام زاو َ4 بینشان بعنی 
جے جہ جے جے 
)۶ و ا( ٥ء‏ 


سے 6 ےه مبباشد . 
ازعبارت فوق نتیجه میشود ٦‏ حاصل ضرب داخلی دوبردار مثبت ؛ صفر ویا 





منفی (إستٹ ہر حسب ا نک زاویه ہین دو بردار حادہ قائمه ویا منف رجہ ہاشد ٦‏ 
۸۔ خواص حاصل ضرب داخلی ۔ توسط بستگی ھایى زیر کە در ٴ نہا 


جج ۱ 
و پرعدادرےەر 2ے بردار میہاشند خلاصہ میشو ند : 


کے رس کر کک )۷( 
007 ( وع ا(2 مواتز(2رے) ۸(٦‏ 
بورو گیا یا و ا (ہ) 


ھمحنین میتوان لین بستگی ھارا بطٴذورت کلی تر زیں نونشت : 
: جس می ج- 
٦‏ ور مت ( (١‏ 
اچ جار نچ حر : 
ان و و ما وف( وم اج 


نگات 

ا علامات + و × در ا وا ره آوضی نمیباشند 

اثبات ٹیو یىی (۷) طِقِ قرف سان طرب ررش شاف فور سن 
(۸) باید 2 بود کہ اغازة 2> تارق ت2 ود وطرقکرین حاسلضرب‌داخلی 
(ج 08ہ یہ )اپزع ٭٭ی موم 7 0پ اھ2 کی ار( افرامتقت 

وبلاخری رای آلّك ہستگی (4) عنام گوا کر تھا فکامل رہ 
اندازۂ یج روی ٭ ٭٭ در تصویر 7اک روی ھمین محور میہاشد ولی این تصویر 
مساوی مجموع تصاویر و اندازۂ آن ساق مجموع اندازہ ھای سا اسٹ ای 
مٴتصویر ےن ۔ا تح تصویرےج سح ( تصویرے ۔ل تصویر 4 ),ے ‏ (ے۔( 6) تصور.ہ 

۹۔ حالات مخصوص ۔ خواص زیر طبق تعریف واضح بودہ و درموارد 
ہسیاری ہکار میروند . 

شرط لازم وکافی برای آنکە حاصل ضرب داخلی دوبردار صفرباشد ا نسٹکہ 

یکی از بردارھا صفر بودہ وہا آ نکە دوبردار برھم عمود باشند . 

حاصل ضرب داخلی يك بردار در خودش مساوی مجذور قدر مطلقش ریا 


ہج جم 
ہے و اک 











رت سی 
مساوی مجذور اندازء اش ھیباشد . (ك) سے 
۲۰ ھ8۶ داخالی پر سب تصاویر ۔ سه محورقائم ٥ٴر‏ و٥‏ ر ٥‏ 
ج 
و بردارھای وھ مار ری باظولبق سای تق 51 گرفتہ نتلیج زیر را برای 


حاسان ضر بہای این ہردارھا خواہیم داشت . 


چم م۔ سے مہ ج مج 
حر سے یر مر سے کر ہر مےے ۱ے 
چم ج جم چ۔ جس 
٭- تر بر سے مر پر سے ار .۲ 


جم 
در نتیجہ چنانکہ دوبردار دو باتصاویر (ل وو 5)او(لاوالاو تا 


فرضکنیم وچنانکہ اسان طبق دستور (. ٤‏ درھم ضرب نمائیم چئین خواہیمداشت 
ہے (ئر اکا ول دع اہ زی ھا ا پا اس تو نے 
,283۔ا ٢ ٢‏ .×× 


رٍ بخصوص مجذور يك بردار مساوی مجەوع مجذورات مولفہ ہایش میباشد 








-- 
نو ما کر ہی 
ہمجنین میتوان گفت کہ اندازۂ تصویرقاہم سان و مو مساق 
حاصل ضرب داخلی این بردار در بردار یکە محور میباشد . 
و خسوئ اضار یر ٤او‏ ۴ا را ہزتار > روی مو ای :مظمات جریت 
مساوی تی 2د رت ٔ3 ا تھے ا ا 
(۹-_ دوادث استعمال ے درمثلث ‏ ھ۸ که اضلاع آنرا بترتیب و وه 
میکیرم 07 برداری 624و 6ت 5نا مبتوآان نوشت : 
وچنانکەآنرا مجذورکم : 69.6۸ ۲ "(6۸) نہ '(9ج) سے "(23ھ) 
مقادیر '(ڑھ) و (6) کر بترلیب ہساوی ٥و‏ ٢ر‏ ھ بودہ 
وہرای محاسه ۵۶۸ سوی مثبترا سویھمین بردارھا انتخاب کردہ ودر نتیجہ 
اندازۂ آنہا ‏ و ے خواہند شد . پس از آنجا بستگی مثلثاتی زیر را خواہیم داشت 
ظز -.٢۷‏ ٣ای‏ .لہ ٢ے‏ سس ٢ے‏ 
ھمجنین میتوان دستور ھای مثلثات مسطحہ و کروی را از راہ حاصل ضرب 
داخلی بدستٹ ورڈ : ۱ 
حخحاصلں ضرب خارجی یا برناری 
۴۳ _- تعریٍف - چنانکه دو بردار یج در فضای راستا داری داد شدہ 


باشند حاصلضرب خارجی بابرداری ا نہا بردار 20 است کہ باسەشرط زیر تعیین شود 


امتداہ آنعمود مد ۱ ے 
بردارھای و مر اِست . 

سی اھ ھی ات6 0 ح 
کہ سه وجہی ا ا () ت- 


مستقیم بعنی ھم سوی سه وجہی 
مقَاسه باشد . ۱ ش ۷٦‏ 


سناان 
٣‏ قدرمطلق آن مساوی سطح متوازی الاضلاعی است کە از دو بردار فوق 
تشکیل شود ۱ ۱ 
چنانکہ دو رای ہاشمد بنابرتعریف حاصلاضر بآ نہا صفراست . 
مپدانیم کە اندازہ سطح متوازی الاضلاع سار کاھ اھر قار اف 
۳ است در قدر مطاق حبیب زاویه بینشان ۔ 
حاصل ضرب خارجی را باعلامت ا می نمایش میدھیم : 
۴۔ خواص کا ضرب خادجی سہ خواص جانا رت برداری ہا 
فرمولہای زیر خلاصہ میشوند: ۱ 
ْ رو و اھ و (١(‏ 
(۸۰ءایھہ(۶ٴو)2(۸ھ) )۷١(‏ 
کر سور کا سو اتی ۳( 
و یا بطور کلی : 
گرا موس ت سان متے ہچ سوا (٤‏ 
ار ا ا و ات 
جس فش ست صبھ 
در یك چنین حاصل ضرب باید مکان ہر عامل را حفظ کرد . 
و بالاخرہ برای آنکہ حاصل ضرب خارجی دو بردار صفر باشد لازم و کافی 
اسُت کا یگی از عوامل فر و یا انکة:ؤوبردان غوازیٰ باقن 
چلانکہە : ۰ ےن باشد 
زا جک و ٹوا سیا رتا ہرس ات 
۱ ۴-۔ الیات ۔ در 070 ()۱١(‏ امتداد بردار حاصل ضرب و ھمجنین قدر 
عطق نت در دو طرف با عم مساوی ولی سوی بردارھا باھم مخالفند.. 
ستکی 72 0( ازحیث قدر مطلق واضح ہودہ زبر[خناتکاة اضلاع بت متوازی 


-- 


الاضلاع را بترتیب درع و ہو ضرب نمائیم قدر مطلق سطح أن در نوع ضرب میشود 


-۷۔ 
امتداد حاصل ضرب ہم نیز تغبیر نمیکند وفقط سوی ٴ نرا ہاید بررسی تمود و چون 
درحالات مختلف این بررسی را ہنمائیم خواھیم دید کە دو بردار ھمسو میباشند . 
برای اثیات یئ (۱۳) از قضیه زیر استفادہ میکنیم : 
کو کر . وچ ج۔ 
قَضيه ۔ حاصل ضرب خارجی بردار ء در بردار 2 مساوی حاصل ضرب 
7 یت ۰ 2 24 - جے 
خارجی ے در نصویر قائم ۸7 روی صمحة ء مود بش ے میباشد. 
ج دس را جس ےا 
7 را تصویر روی صفحهہ (ھ) عمود بە ے فرض کردہ شتکن 
ہا جس اج "0390٦‏ 
ھ ۸ ے عدسے ۸مم را بت میخیم . 
: ہس سس . سج 
صفحۂ دو بردار ےم و عمود بە (ھ) بودہ و شامل مھ عیباشد ۔. در نتیجہ 
مج 
دو حاصل ضرب ک ۸ ە> 
نعل میم - 
و‌ ھ۸ ےج دارای یکا 
امتداد مشترك و بك قدر 


مطلق مہماشند ٠‏ ھمجنین 





بینندۂکه روی پکی از ا نہا 
قرار گبرد زوایای : 
وج ا( ال و و )را 
ھمسو میبیند . از عارفی میتوان 
حاصلضرب 2 ۸ء راباینطریق 
ہدست آ ورد : 

پرسلالد تا داز 2 ا 


باندازۂ بت قا مہ در حہت قثبت 





دوران دادہ و بعل اندازہ ۱ نرا در 


ا 


٠۳ ش‎ 


ضر بب نمائیم ۰ 


وحداتٹی ۔ تحلیلی ۲ 


ےى-۸١۔-‏ 
۱ 1 . 2 بسیڈ ۰ 
حال ؛ ہرای بات رسکی (۱۳)ء و را روی صوحة عمود یھ 7 ۔تصویرلمودِہ 
تصوبر حاصل جمع ‏ لے گت بردار مل ا خواحد شد. و ہر حسب آنچە گقتیم 
: جس لے 
خواھیم داشت 2 ۸72-۸ تر 
)9ڑ )۸۷ے ۔ے(+۸۲۷۹)2 
٠ 7 ۰‏ ا ا 
خال بلق سیت آ زرون جائز ھر ببق طرتف وم گی امت کا رت 
.2 1 وچ 
و ٹم مر را بيك زاویە قائمه دوران دادہ و بعد آ نہارا ضرب در قدر مطلق > 
.“089 وس جس رن ےک 
بنمائیم ولی قبل ازدوران ( ٣‏ "2 ) قطر متوازی الاضلاع بودہ وہس از دوران 
و ضرب نمودن ان در مقدار معینی بازھم قطر منوازی الاضلاع دیگری کہ اضلاع 
٦‏ جا ہے جے .ہج 
اعت( ھ۸2 7 ار( 5 ۸ے )هستند خواہد شد وچون بس ازابنعمل 
جس اج ج ہہ 
مساوی با( + سج ) ۸ ے میشوداز آنچا: و 
ہیں سن وت جچ ثل سم ہے جج 
وت ول و ا سال وہ سار 
و در نتہجحه رف (۱۳) بات 9 بد 
۲٥٢‏ تصاو ار بر حاصل ضرب بر ذداری - چنانکہ س4 وجہی قائرعو٭ہ و 
_دارھای یکە کو و وج 2 ری کررفان ا تن بگیریم رس عق 


جم ہمہ سوہ سد 
٠ے‏ ر۶ ۸ 25 ج.٘- 2 ئ۸ 
جےہ جےہ ہہ جج 
سے ۶7۸ لد سی ار 
جصے ہے لہ ہے 
2 سد ری ۸ 2 م سے 7۶ ۸27 ھ۸ 


بن بردار ھای کہ ہر قرار میباشند . 
جج ہج 
چنا کہ تصاویرر ہے را ے7 7و ۴4ل فرض کنیم پس از 
استفادہ از فرمول )١١(‏ خواھیم داشت : 


)جس ہے ۸)8( ریہ اہ و نے 


سے 
رر رصوچت جیب ری یو ےی راو اوج سے 


براتزھای طرف دوم تی تصاویر حاصل ضرب رری محورما (ودہ وچنانکہ 


-۱۹۔ہ 
دہدہ میشود خواض حاصل ضرب خارجی از روی تصاویں ان نیز وإضٰ میباشنل۔ 
۹ ۔ہ بر دذدار ٹر صفدہ رز ارتا دار ے صفحہ زاستا دار صفحه اہدت کہ در 
ان سڑی دوران ووابا معین سشدہ باشد : بت چئین صفٰحه فسَا را ہدو ناحیه: مثبت و 
منفقی تقسیم ھیکند ناحيه مثبت ناحيه :ایست کە دران چہت چرخش صفحہه مثہت و 
ناحيہ د تگز منفی میباشد . 
سے , . 
بردار بکہ بر راکہ عمود برصفحه |ست عمود مَستقَيمٌ برصفحہ نامند چنانکه 
امتداد ان در ناحيه مثبہت صفحه باشد ۔ ٠‏ 
دو محور ۳آ و 17 واقع حر صفحہ را عمود مستقیم ۷م گوس چنانحه زار يہ 
( 18 و٭1) مساوی ك۔ ا باشد . 
ہہ جم ج لہ خسم 
چنانکہ ے ور بںدارہای یک این‌محوراباشند سەوجہی ( ہر ویروے ) 
7 :. جج جا مہ چہ ۔ ا 0-0۹7 
قائم ومستقیم (ودہ ورروابط میم سر جھر سر ۹ ٭ را بین! نہا خواھیم داشثت 
۱ ہے کڈ 
چنانکہ دو بردار ہر2 رادر اہن صفحه فرض کنیم حاصسل ضرب خارجی 
ہم ج- سہ 
۱ نہا عمود بہ صقفحه در اإمتداد گ۸ بودہ و اندازہ ان‌روی محور یہ ہا بردار بکہ 


جم کچ ۔ 
کر ہرحسب تصاویر ج۴ ٣‏ و یرم ان دو بردار نسبت بدو محور یو و و واقع 





. ہے وس . 
در صفحه چنین خواھد شد نے کے سے (2 ۸ے ) انداز 
با سر لا _ 

وچون (اویە بین دو 2 
5 2 7 1 

کے ضر یں 7 

بردار ر0۱( فرض کنیم چین پ-- 
1 
خواهیم ڈاشقشت: : 
07 
چا فیس 5 ٦‏ 

(۸2ء)اندازۂ گا ہی ات 


۰ و کے سد 





چنانکہ صففحۂ ر استا 
دار نہاشد فقط قدرمطلن حاصل ضرب را میتوان ذاشست 


ہے . : 
۷ _۔ إستگی لاظر انز - برای ببداکردن ان بستلی ازراہ بر رداری مجدور 


کے 
حاصل ضرب خارجی دوب داز راختاپ کیم 
: سے پآ جج 
(٢‏ وم .)ا سآ .۰ے و ۲ہی ."2ھ 2 ) 
یىی داخل پرانتز ط ۳ -ىیء*ىٰ "۷10۳م"م) و و کا 
رطور وت کات 0ا مور کا ود ات 
هیشود . چنانککہ تصاویر بر دار ھارا بترتیب (ڑ و اوںڑ) و( لاواھوھ) 
بگر معادله بصورت زیر کە بہ ہستگی لاگرانڑ ەوسوم سیت در میا یں 
رصع 7چ ے۔رو×۔۔حریں۔۔ رجھ- 77 
رو و وچے۔ عہں - ر بے ےم رو ہی ی۔ 
۳ مححقاطظ ۔ حاصلضرب مختلط سہ ہردار رو وو متا 
ج- 
ےو ا( 4ع یں 27 اسکالر ویو رازآ رحسب 
تصاویر بردارھاکه بتر تیب ہرای ے ے23 و وا تر ٢‏ و خڈاو (الارو ”و کا 


و(:ت و "7 و “5) بگیریم چنین میشود : 


07 و پور ۳ 
تصاویر ں۸ کے اور وڑے او و 
کر جج ھ7 
اج 
و در نتیجه : را یو کو٤‏ یت کرو و او 
رع ہے ےی و۔ رت ۴+ 
ءو ×× 
چنانکە می بینیم طرف دوم بستگی بسط دئرمینان ' س8 الا "78| میباشد. 
پر یڑ 


از طرفی حاصل ضرب مختلط نمایش حجم متوازی السطوحی کە روی سہ 

۱ 1 7 )ےج جم 
بردار ساخته شدہ باشد نیز مہدھقد زیرا قدر مطلق 7 ۸ 75 مساری سطح متواری سس 
الاضلاعی کہ زروی دو بردارساخنه : 
میشود بودہ و در نتیجه حاصل 
ضرب مختلط نمایش حاصل ضرب 


جج جم 
اہن‌سطح در تصویرے ڑوگاء 45۸ 





جح 
1 
یعنی تصویرے روی عمود فو 72ر وم خوایس ۔ علامت این‌حجم ۔+- یا ۔-- است 


بر سب آنکە این سە بردار تشکیل با سہ وجہی مستقیم یا مع لوس ر( بدھند ۔ 
شہضهۂ 
مگنی 


۹ در این قسمت بحث ازاندازۂ چندیپای ھندسی ( خط _ سطیم _ حجم ) 
کە با نا | نہا سروکار داریم کت تھا روابطی مینویسیم مینەائیم . البته انتخاب یگ 
راد طزنَ کا از ان تمام واحد ھای دیگر نتیجہ میشوند لازم خواھد بود . این 
واحد در محاسہات عددی متر _ سانتیمتر و یا واحد دیگر و در موضوعات نظری 
انتخاب آن لازم نبودہ ودر ہمین مورد است کہ اصل سک دخالت مینماید . 

میدانیم چتانکہ یك چندیرا متوالیاً بادو واحد مختلف تا و 'تا اندازہ کر 
چنانکہ نسبت کر سے 5 باشد اندازەھای مر بوطہ ہہ و ٭ آن چندی بەہ س0202 
ِِ - تَ خواعد بود. 

حال فرض کنیمکە بین اندازہ ھای طولہای مختلف یك شکل رابطۂکە ہستکی 
بانتخاب و|حد ند|شته بامد نوشتہ ہامیم . 

طبق قضيه بالااین اندازەھا باتقریب یائضریب معلوم بودہ زیرا چنانکە واحد 
را تۂ نغییر دھیم تمام اندازہ ھا در بک عدد ضرب میشوند از 1 نجا نتیجە میشودں کہ 
چنانکە ے0 ہس( ٢‏ ,مھ,* )ئگر )١٥١(‏ ہین این اندازہ ھا برفرار 
باشد این بستگی چنانکہ واعم'ء... .رادر ضریبی ضرب کلیم تغییری نخواھدکرد 
چنین وک را ھمگن نامیم 

چنانکكه موقعیتمام مفروضات ازیك نوع نباشند انتخاب یا واحد طول اجہاری 
بودہ ولیٰ چنانچە محاسبہ را با مفروضات ھمگن شروع نمودہ و در حین عمل 
بیك معادله غبر ھمکن پر بخوریم سا تا اشتباھی رخ دادہ است . 

باید یادآ ور شد کە جہت بر ورد درجہ ھمگنی بک سطح از درجە ٢‏ ۹ یك 


۔٦۷-ے۔‎ 


:ٹم از درحه 1 و خطاوط نت شانے: یڈ ڈائیڈ قوس از درحھ4 صقر میباشند . 


در مورد مرو ضات غبر 90 کن سک است رابطۂ را 7 نمود 


اندارهُ واحد قہلی سہت بواإحد حدید بگیریم اندازہ ھای 2 پھ کو ں بصورت ۰ 


0 ْْ ہے درآمدہ در نتیجه رابطه (ك١)‏ بصؤزرت 


7 سے 7 ہے )١٦(‏ حکہ سبت بهە ”مہ الو تم آو کن 


ف2 


ایت کرای ما ید .- 


مشتقی هفندسی 

۰ مشتق یٹپ حقاوت کیا سار کا بمتغیر پر نکی دارد در 
فامله (۸ء,۰۱پ) تق سھر کا انا رک ران ابا آا رد از 
حیث امتداد ء سو و قدر مطلق معاوم باشد . قضایای مربوط بحد و پیوستکی چنین 
بردار ھا نظیر قضابای مربوطہ توابع معمولی بودہ و البته تصاویر چنین بردار ہم 
توزابعی از مبباشند . 


چنا نکہ از نقطہ و فسَا بردار ھائی ھمسنك ھریٹ ازبردار ان () لف 


دظیم ہا تغہیر ىر انتہای 1 ٦‏ نہا منحئی 33 سا موسوخ بە دو كرَاف 5 اندیکاٹریسں 


رسم مینماید ۱ این منحنی نمایش تغبیرات تقابع برداری را دادہ ور ین میٹوان هر 
منحنی را نمایش د فدہ تغببرات بات تابع برداری دَاِلْسّت 


بردار(ے )ا یرو۸: بی از مقادیرء را 8 رض نمودہ حد سیت : 
- ج 
ج2 ہس (صر) 27 :۰ : 
لگا ۱ا وقتیکە ىر بسمت ںی میلکند (اگراین حدوجود داشتە باشد) 


وہ کو 





مشثتق بردار ) گ4 () 7 بازاء کو سے مو نامند ۔ 
کے و تپ : 
اکر بر دار یی ثابت باشد مشتق ان صقر وبر کی 5 مشتق ھندسی یلگا ہر دار 


ھمیشه صفز باقد ان بردار ثابت است . 


-۴٢۔‏ 
چنانکه می انیم تعریف فوق سٌی4ہ بتعریکف 
مشنتقی نوا بع اسکالر بودہ و ہمان علامت را 


برای نمایش دادن ان بکار میبریم : 





پر را نقطه مربوط بمقدار پر متغیر روی 1 
272 ۱ 
_ھودوگرافگرفنہ و در روی این منحنی مبداء شض ٥٦١‏ 
منلا 1 وسوئی جپت جئنہش روی ان انتخاب میکلیم ارک بازاء ھر نقطلہ منحنی 


بك عددکە اندازہ قوس [0 است باعلامت ا ن‌داشتہ ہاشیم . البته رم ے۔ , بستگی 





اے جھت 
٠ ۱ ّ . .:‏ ۸ (مك) ے سے [ مر 
بمقدار 2 داشتهہ و رابطه فوںل را میتوان چئین ذوشت : سوہ ہے اما ام 


۰ 71 چب 
امتداد ہردار ووی وثر م(.ھ ب؛ودہ رٛعٹانکگ روی ان بردار يک ہو رادر 
حہت ڈوسہای صعودی ھودو گراف کے نسبہت ف9ؤ بصدورت : 


ک۸ ا کر ا کم اھ 


ما 





7010101887 کو مو 
(رر)ء- (صباءْْ )۸۸۷ ج 
اوت کہ اتا وج بد روا 

کر ےتوھ 1 ]یہ (گ)ی 


ہم 


جج ۱ سح 
نوشتہ ھیشود ۹ سوی ںح ار ۸ سمت 1 5 تر ہس ۱ امو ہر سب ۱ زگکہ )س ) : 
و کی ہا کوچکتر ار اھ ) گ5 ہاشد 


چنانکہ پر سمت ےڈ میل کند ]۷ڑ سمت ۸ھ مبہل کردہ و چون صورت ومخرج 





سرت :٭ 5 ہے ھے علامت ئل ےم حد ان کہ حل نسہث ہ7, ھ 
ہیں ا اہ مو ا جو وت تسیت وتر بھوس 
ج جچے :" 
اِآست بت ختواھد سد از طرفٰی ححجدذ بردار ں بردار ٤‏ بطول باتک مماس پر ممحجئی : 
ٰ7 ای سے )7 ا ا 


سوی ان سوی ڈوسہای صعودی ودہ و حب ثسبت 2 وت _ سے مشتق ی نسبت 
٥ : :‏ 





ا 


ےت 10007 ٠س‏ ہی 
بەء خواھد شد بس مشتق ھندسی را میتوان چنین نوشت : سم س رو 





یعنی مشتق هندسی بر داریست کہ امتداد آن ا ہر ھودوگراف و سوی 
آوسری ٹرنہان سعودی ر اندازہ ان کش است . 

۱۔ محاسبه مشتق ھندسی _ مشت ھندسی کە ہاین ترٹیب تعریف میکنیم 
نظیر مشتق توابع جبری بازاء یل مقدار پر ھتغیر معین بودہ ولی چنانکە این مشتق 
را بازاء مقادیر مختلف 4 حساب کنیم عر ن07( وف کرد کاو اؤ ا ستاات 
سہت ہاین تو ابع میتوأنَ مشتقی کە مشتق دوم بردار اول نامیدہ میشود تعریف 7 د3 

قوانیِ انین محاسبه مشتق‌ھندسی ھمان قوا: ین توابع معمولی بودہ ر 1 نہاراہوسیلہ 
دستور ھای زیر کە بجای مشتق علامت دیفرانسیل بکار بردہ ایم خلاصه کردہ ایم : 

7 ھا کر ا 


ون و مھ بھرار 
ج ‏ بج جس ماپ جج 
کیوچھڑوو وو وا 
جس جہ ج۔ جس جج 
ا یا ا ا وا مر ا 
اثبات آ ہا شیيه ہاثبات دیفراسیل ھای توابع معمولی بودہ و درمورد حاصلٰ 
ضرب خارجی ہاید مرتبه ھر عامل را در مہ تق حفظ کرد ۔ 


الک ج 
۳ ۔ تصاو یر مغنتق ھندسی ۔ چنا: ()ی را اندازہ تصویربردار(ڑے ) 


شر یں : نوس موس 
روی محوری ہا بردار یکه ں‌ فرض کیم خواہیم داشت : (ء )ہہ اود( )ٹم 


3 ۰-7 , ۰ ےج : 
چنانکہ مشتقات عتوالی از این رابط بگیریم : اوسر 
٠‏ : و ٍ ۳ ۱ 7 1 .٭ 
وا تو ىک 7 کااور 8 خواہند شد و از | نجا نتیجە میشود کہ : مشتقات 


متوالی تصویر ہت بردار رری ہا محور تصاویر مشتقات ھندسی ان بردارند . 


ار سا رھ سے جے 
از قضیه فوق نتیجه میشود کە چنانچە تصاویر بردار ے راروی سە محور 


یور 
بی بت زا ۱ 
ہا ہردار ہای یکہ ے ' خر تم بترتیب ٭؛ 5'7 بگیرچم و عمانطورکه ساب ىگفتیم 
چے ج۔ حوے چے چس 
را بصورت: مم مر س ۔اے ٣ے‏ کكڑ سے بنوبسیم میتوائیم مشتق اول 
10 چد عوستب سے ود 
اثرابصورت: ج۔اے 'ى×ااے جاسم بیز نویسیم و ھمچنین است 
برای مشتقات متوالی ان بردار : 
بخش ذومغ 
محتصات 
٣۳۷-۔‏ محختصہات قالم - در صفحۂ راستا دار دو مُحور قائم ۲0۶ ٥نا‏ کہ 


-۔ 


ین نا اہ ان کا ا ان انا کو ا 
با ہم گوشہ ٌ۔- دام: باشند فرض ھے یم وےي زا بردار ہی یخہ رری لہا 
۱ 7 - 
گرفتہ میدائیم کہ مختصات نقطہ رر) تصاویر بردار 4 پودە و ےی : 
چس مہ سس 71 × : 
رو لہ سے سے 00 بہن آأ نہا برقرار میباشد . 
ھمحین میتوانْ > نا حاصل ضربپ داخلٰی ۳ ودرے- تق 2 2ئ" 


تھے مس 0 1 
ج1].۰() حا و فو 


5 
ل 


٭ را طول و ہو را عرض وھردورا مختصات 
کارتزین نقطہ ]3 نامند . 


ت6 بردار 7 )۸ و سطط ! بردارھای 1 0 





ول 0 وبا نکە : وسط مختصات آ غاز وانجاعش 

بعنی (,ص)ھ و (,ء) 8 معلوم باشد ش ۷ 
سی ھای زیر را خواھیم داشت : 

ج-۔ مہہ - نے سے ے چے۔ 

نے (ی ع٤‏ )لے( ھ)سھ۵- ج۔ 8ھ 

زاز ا چا تصازیر 8 و پٹزتیبٹ ڑےےھ) و (ےت'ج)): خواھندابوة“ 

دو نقطه او ۸( کہ دارای بات مختمصات پچ سے وو ہی سو باشنك برھم 


منطبق ہودہ و یىی 0007( ذہ وبردارکه دارای بات تصاو: ار باشند فقط ھهمسٹناکؤ خواھند 


سے 


ہود یعنی نقطہ عملمان درصفحة غیر ہمشخص مبباشد : 
۴ ۔ مختصات قالم در ضا ۔ سه محور کہ با ھم تشکیل ہك سە وجہی 


قائم را بدھند فرض کردہ سوی ا ثرا سوری مستقیم مر , س4۸ بردار بکہ 


ج 


و مو ہت 3 سپ ب- ہے رھ 7-۰ 

٘2 رر مم باطولہای مساوی روی! نہاگرفتہ مختصات نقطہ 21 تصاویر زیو ,:جو) 
جم سے چس سے 

بردار ىن ن خواھند بود ظار رک یی مھ ۔۔ مر ہو سا جج سہ زڑان 


ج لے 


آ0( سے پر 1۰۶( 0| ےچ 


جد جم 
ھمجنین میتوان نوشت : ]) رم ےھچ 
چس ۃ, : و 
اک شک ۸8 نوسط مختصات آ غازش ہمہ 
: ےم سے جج سے مت یا 
ےی می ىی) معین باشثدبستہی ے ن۔ جز 0ے تم برفرار بودەو ازانجا: 


ج_ 
تصاویر 8م بترتیب (و۔-۔یم) ر ڑ(ےرہ ھ) ر ١ؤ‏ ہہے) خواھند بود. 

”6 ۔ فاصت(ہ دو قٌعأه ڈر صفحہ ہے برداز ے و تصاویر قائ ان ٦و‏ ٭را 
فرض کردہ میدانیم کە محذرر طول ان مساری حاصل ضرب داخلی ان درخودش 


0 عقت* سإ۔ ھل۔۔ 
میشود : وت از موا سو ےت 72 
ٰ ۴20 یب ٠‏ 
ازا نجا یج میشود کہ چنانجہ بردار تا ۸ توسطمختصات | غازش ).45 ۱ )۸۱ھ 
و ائجامش ) 6 ے) ق معلوم باشد محذور فاصله دو نقَطك ۸ وت 
وہ۔ ہے سی 
۰ػ( ھ)!ب۔ (٢‏ م) ےھم ٴ8 سے زمر خواہد شد 
۹ ۔ فاتل4 دو نقطه در ضا بہمین تر تیب دیدہ میشود کہ مجذرور طاول 
جہ چا 
نو 


ہك بردار در فضا : "سپ ۔۔ ‏ ٣آ‏ سے ےم سے سے 


- فاصلہ دو نقطھ ۸ش ر8 : 
۲ > .:_ :+1 2 7ن ر سے 0 ہے 
(ٴ س2 ) لد ”(جھ سے مھ ) ہے )ط۸ مطزدے سے وزم خرواہدشد 
۷۔ تعن رك 5 خط ہا خط راستا دار ۔ برای تعیین|امتداد با نیم خط 
باخطراستا دار7] معمولا تصاویر (م,ْ) بات بردار بکہ 27 واقع روی! اشن 


مینمابند 7 این تصاویر را کوسینوس ھاىی ھادی پاپارامتر ھای ھادی اصلی مینامند :. 


خواص زیرجہت این تصاویر ۱ 

بی پک ا 

1 7 

روشن یف باشند ۰ ا ۱ 
١۔‏ شرط لازم وکافی برای :. +غ 


اتکور غغوازون و کسران 


ھای ھادی باشند آنستکە : 





١‏ سے آ لہ یس باشد. ۱ إْ 

۱۸ چنانکە 0 زاویه بین : ش‎ ٦ 
: رء] بائد (7 07,1 ) سے 0 مقادیر پر و8 برحسب ]( بصورت‎ 0٤| 

.0 مرو سے ق .0 بج" سے یم 

و یا: (7],رہج0)) ہو دق (ل7ا]ا,ئ١)ین۔‏ حدم بیان می شوند . 

نام گوسینوس ھادی ہمفاسبت ررابط آخر بودہ و ھمحنین ہاید یاد اور شد 
کہ گوھھنرتٹن ھای ھادی سبت دو طول رودہ وازا نجا ہدون بعد ی باشند ۰ 

۹1۸۹ - ٹین 2 لیم حطل با حط راستا دار در فِصِا - بہمیں ٹر تیب درفضا 

2 کی 

جہت تعبین إمتداد بات ٹیم خحط 7 خدطا راستا داز تصاویر 7 01 ۵ ٤‏ 7 بات بردار ی: گ‫ 
واقع روئ ۱ نرا میدھن اەن مقادیر را گریرن ھای ھادی و 5 پارامترھای ھادی 


ہبہ 


٠ 1‏ پ 3 ٦‏ سرت 5 
اصلی نامیدہ و دربستمی ١:‏ سے رط اق اھ وا سےا صلی 


میکنند . شرط بالا شرط لازم وکافی برای انکە سە عدد ( ,۵,ء) کوسیٹوسپای 
ھادی باشند بودہ و ھمجنین خواہیم داشت : ْ 
سی سم سے جے سی موک 
گر سس ۳ .بے سے ] ے سے --ح صم 
ویا: (172ص,ۃع0 )صا سح دس ڑآ )موہ عدقخ (ص۲۳ی,[0)صصو حدم 
۹ ۔ گوشہه دو خط راستا دار ذر صفحه - ٦را‏ کوجه ال دو خط 
۱ جے ہمہ 
زاستا دار 7,] 7 ٹر “] ہا بردار ھاى یک وا و کوسینوسہای ھادی )م8 2)٥‏ 


دااکے 
نعیان گفتہ و در شحه خطاوط مثلثانی ان کاھلا ھمشخص ھیہاشند : 
ج ج 
۔۔ے ×× - ۳ئ و یا ہب سے ٣‏ وںں 
: بج ج 39 0 
'سم ق - 'ؤق سس سے ٣‏ جو)ہ وا (ص ۸ے ) اندازۂ ےه ۷م؛ 
پک و کو مز 


او یر مو سے ۷۳ 0() 
۔۔ ”یم مم اھ 


شرابط عمود ہودن و موازی بودن ازاین دستور ھا نٹیجچہ میشوئد : 
٦ ۱‏ ا 
شرطموازی بودن: ‏ حر با .ام ۃق-- "مم 
شرطعمود بودن: هی وہا ‏ سحارم۔ہ'ییم خوامندشد 
شرط بالا برای موازی بودن ھمان شرط تناسب مم وج و'م وخ بودہ و 
مسا نہا۱ح۔ پا-۔- اِست برحسب! نکہ دوب داریک ھمسوباباسوھای مخالف ہاشند 
چنانکہە ,] باکوسیتوسہای هادی ) 7 25 دادہ شدہ باشد وبخواھیم ٴ٤“‏ و 06۱ 
کوسینوسہای ھادی 21 1 عمود مستقیم ہا نرا حساب کیم از دستورھای زیر استفادہ 
میکلنیم : ٭ > بق ق ۔. " بی ٭ سے ٣‏ مو 
١عہ‏ نم م سے وم ١ے‏ 87100۱۷ 
واز انجامقادیر ١‏ و ۂ م6 و سس سا سے 8 ڑ‌‌ ۵ -- -” پم( ہدست میا بند 
۰ گوشه ثٹو خط راستا دار در فضا - در اینجا ہم را کو دو 
ج جم ۱ 
خط راستا دار 2آ وْٰم1 ہا بردار ھای ردےہ۸ بے و ٹیپ و کوسینوس ھای ھادی 
(٤ر‏ ۸ق ھ) و (ظر ج٤‏ ,یس ) فرمل میکنیم . در اینحالت ۷ فقط ہا تقریب علامت 
معلوم بودہ : و۸٢‏ لے ۷ا سد( ٴ1:1) 
و از ا نجا حبیب تمام ان فقط مشخص میباشد : 
کے 
و س سل ١ج‏ مم لہ سو یم سم ٣‏ روں ہے ے ۷موں 
شرط مروازی بؤدن دو امتداد چنانکە دیلںم ٢‏ ١٢ے‏ سے ہد ر2 ہے پا 
0 وو ہت 


و‌ شرط عمود بودل اس ۳ یں ہک اپ پل م6 ۵ ۔ یس سم میباشند 


نے 
در مورد موازی ہودن ٹسبہت تصاویر مساوی ۱ سل۔ پا مت انث پر تسین ۱ 
نک دو لیم ختط طظمسؤ ہا ہا سوھای مخالف باشند ۰ 
مسئله کر ] و َ 17 را دو لیمخط عمؤد ہہمگرفتہ میخواہیمکوسینوسہای همادی 
نیم خط “] عمود مستقیم بآن دو را پیدا نمائیم . 
سط :. 
چنائہهہ ۰- برداریکە باتصاویر 'ییے 7 ٦‏ و واقعروی '۶] باشدخواعیمداشت: 
جج 
سک ۸ 3 


راز ا نج ا و ے ۷ج سر ری سے کس پر سے اق ام پر 7م سام 


2 
خواھند بود . 

۱۔ خط بدون راستا ۔۔ زاویه ٥۰‏ ہاچنین خطی 0 یا 0 ہودہ بین خفاوط 
مثلثانی فقط ظال آنکە بضرِ بب زاویہ خط معروفاست مشخص بودہ وازا نجا نتاہج 
زہر را میتوان برای آن بہان نمود : 

ظریت ڑاویه نظ 5 ہہت ضاوپر يك برداز غرمعضن ۸8 واقع رری 

22٠ 


خعوط بہودہ بھی دسحتج ید ور میباشد : 


٣ے‏ ھمجئین نسبہت نمؤ طول بُمو غرضص وقتیکہ از نقطه 4۸ بنقطہ 7 تا کهہ 
روی توم واقم شدەاند برریہ میباشد : 


۳ و ھمجلین نسبت کوسینوسہای ھادی پك امتداد روی خط نز خواھد 
۵ 2 





بود ۹ 74 تحت 1 
ہس مہ حہہ سد سے لام سے اس ابع سیا ول 
زاویه دو خط 
۳-2 
0 و'۵اکەوسطضر یب 
- ہے ا+ھأ 
زاریشانمشخس شدہ ۱ سے رہ . 
اند فقط ہا تقریب *ہ و 
ا 
در صفحه راستا دار - 


ات 
۱ تعبیں گھتہ واز ا نحعاظل ان معین بودەو برای بدست اُوردن ان ار دستور قہل 
استفادہ میکنیم بدین تر تیب کہ صورت ومخرج را ہر ص ےب تقسیم میکنیم ار ۱ نحا : 


کے (((1, )او 


نتسفت ان و شرط عمود بودن در اینحال بصورت : ہد ایور وو سإ۔ ١‏ 
نوشته میشود . ۱ 
۴۴۔- پاررامتر ھای ھاذی بث خط در صۂحہ- بارامترھایھادی یك خطو ہابت دسته 
ضا مواڑی تعاریر (ر۶9ھ] یك ہرداز غیر مشخص واقع روی خط وہا یکی ازخطوط 
ول سررافتان ۱ 
پارامترھای ھادی بك خط کاملامشخص نہودہ یعنی دزدستگاء ہارامتر( وھ 
ْ و(ووعر) يك خط ہاھم متناسب عیبائند و و اتا میتو انگفت که بارامترھایھادی < 
ہا تقریب یك ضریب تناسب معلوم میباشند . 
شرط موازی بودن‌دوامتداد باہاراعترھای( وردراو(ی ابا ہے' روساوہم 
و شرط عمود ین اما ٭ سے او و لہ ارئز خواھند بود . 
ضرب (اویه نسبہت پارامترھایھادی بودہ جو و بالاخرمہار امترھایھادی 
اص 


راستای را کە منطبق ہر 1 باشد دائست . چنانکه دیدیم رو , پ) تصاوبر یگ بردار 


یىی( 7 ۱ ك) بات خط راستا دار ر1 را میتوان بت دستگاء پارامترھادی خاطہ بدون 


یچ .3 7 2 7 2 ۰ ےت تب 
بکە ی واقم روی 7] بودہ وازطر ) تصاویر با بردارغی رمشخص ے واة 
ح 1 


روی ھمان امتداد ہودہ و از أ نجا زرابطه بین أ نہا چنین خواھد بود : 
+٦‏ 7۶ 5 


ملمہ ا 


67ل ۶۔۶ 
٣٭۔‏ پارامترھای ھاٹی ٍث اعتداث۵ درفضا - برای یگ خط بدون راستا 


در فضا ضریب ژاویہ وجود نداِشتہ ولی میتوان إ[متداد ۱ نرا بکمگپارامترھای ھهادی 


مشخص ٹمؤ و 








ا مت 
پار |امترھای هہادی بل امتدادِ تصاویر )رم ۳ "7 بل ہردارغیر مشخصن زاقع 
روی ان امتداد ہؤدہ و إلبته تمام خطوط موازی را میتوان دارای عنام ذدسکا 
پارامٹر ذرض نمود 7 
پارامترھای ھادی با تغریب 2 ضریب تناسب معلوم بدودہ و اق اسنا ھر رابطه 
لین ۱ نہا ہمگن خو(ھد ہود. 
چنانکەدوامتداد ہا پارامترھای وم وا وی ہوھی تو تو داده. شدہ باشند 


شرط موازی بودن أ نبا: "اس گت 5ھ 


2 7 مب ۰ 


۱ خواھند بود. 


وشرط عمود ہودن آ نپا ےس ٹرر]۔ وحم رم 


و بالاخرہ حبیب تمامہای هادی بت محور واقع روی یك امتداد ہا تقریب 
: ' ۲ ا ۰ 
علامت نعیان گھتہ و مقادیر ۱ نہ برحسب بروووم* چنین إند : 


سز جا۔ و رس 


اع پر ۔ بے ان لت 


۹۴۔ آفیہر محو رر ھای مختصات در صفحه ےہ دو دستگاہ منعتصات قفائم 





ی0 


(4ص0)0۶, ج٥)‏ رر( ج'), ۰ ۰مہ) در صفحہ راستا داری داد شدہ ائد میخواھیم 

جنانکگا مختصات نقعله ]۸ از صفحه ویا 
تصاویر بك بردار نے در صفحە را نسہت بہ 
دستگاھی ہدائیم مختصات اہن نقطہ وہا تصاویر 
آن بردار را نسہت ہدستگاء دبگر و ہا بطور 
کلی روابط بین این دو دیتکگا مختصات را 
تعیین کنیم دبرحسب امن مختصات مہداء نأ 


صمح : مس ٠‏ 
دستخاء دو را اسم بدستکاء اول - زار4 





۱ و : 7 0 
۱ ٭> 0 و*٭ 0 ا( سے درمحوررا داشته ہاشیم 
مختےات نقطہ 0 را اسبہ سک دیگر ش ىٰ 


0 


٥‏ و ,و ومختصات ثقطه را سہت ہلو دنرتکگا نتر یپ (زرورج) رئڑےجم'ھ) وڑ 


7 


خَ ۰ جہ جم ج سے کے کہ 
ھمجنین ہردار ھایى یہە محورھہارا بترتیب ے وب روا و ٴیر فرض میللیم. 


مان1 ۱ اکٹ سای غاوی اونةان ا ا0ت 
تصاویربردار ے درروی ب نے0 ویالسوسہای شادی (منداٹ آر'0 ہروب 


مساوی : 0۰م" (اج0۰-۳۰۰,10۰۴۳) ۰ع ر یر جرزھ سے ( ج0 رئ0() وو عیباشند . 
ستگی آغیر ہیں از نوفٹن رابطہ :شال جہت زوایا ہدست میاید زَرا: 


گی چوس( 0ر 0)-+- ( 0ر ئ۵) سرب ٥رئ0)‏ 


ےم ہہ -(گ )یم ھیباشد 


ق ھمینطور نصاو یر بردار پر كدوکا ج0 وب 0 بتریب : 


جم جرزو .-۔ -ے ) یت - صس ) ودں جس جوم حسم( ج2 +۔سص ) جواہ 
خواھند بود زیرا در اینحال زاویہ مربوطہ حٌٌ- لس میباشد . 


اس از آ نچەگفتہ شد مکی ھای زیر را خواہیم داشت . 


جج چجے 
رو ۔۔ض مج سے ,00 
ج چے اج .- جج 
م ٭م سر۔۔ و وو ١ج‏ -. سد کی ےھ مرزم ےر ےو وووے کرد 


حال برای بدحہت ا وردن معادلات مطلوب سم یىی ھندسی زیر را ھیلویسیم : 
ج ج ج۔ ج ۰ چے چے 
( یں 3 :]7)+) خر ور سے )اس ۳(5( (0-00٥‏ 0 
جے بے جے ج۔ جے- جہ 
>5 ہوم سے .ےہ وم راہ وھ او تار ورام پر ۔+-۔ ہر یمم () سج .لے ر ہي لج وج ہس 


جے جہ 
چنانکەہ بر حسب جح ور مر نب کنیم خواھیم ذاشتث: 


اچ ج سوب 
کر( مب جم" پل یر وروی ۷س سو ) ا ےظ (س ورزو و ۔ مم جو ےس -لہ رج ) ٭ہ 0۲ 
20ئ0 ج۔ چے ہے 
حال از طرفی . رٹ پر سا و سے 0(8 بودھ: 


سم جرزو سو -- پس جوم لج ےج صا ] 


ہو او اقتا 
ا : سر موم کو ۔ل۔ یر وہ ۷ .ےو سح و | 


که فرمولہای تبہدیل مختصات یك نقطه میباشند خواھیم داشت . 


۔۳٣2۰‎ 


در مورد بك بردار دستور ھای قوق بدین صورت در میآبند : 
۱ ج ج ۱ چس - چد ج ”ھن 
یم یرون خر سلہ ,5۹ص پ3 سم 20و خرس "ھ2 ار'٢‏ ہے( سے 
چے ج۔ ۱ 
رہ(م جم ۳ا ۔۔ سم جو 'ڑ) سے (س پروی '۷ سے یم ہیں "۳(.) سم 
و از ۱ نیا دسہور ھای تثبدیل مولفہ ای با بردار ۰ 
م اہ ٢٢آ‏ - پر موم کک سے 38| 
س جع ۷٦۔ےہ‏ ور ورزو "پر س |٣7‏ 
واز ھمین راہ و پا باحل دستورھای بالا نسبت بھ لو و ا دستورھایعکس 


دستورھای فوق راکه مختصات جدید را برحسب مختصات قدہم بدھد خواہیم داشت 
اہ ےو ۔- با ام موہ رم --ج) سح“ ) 


موم (س--ص) سار" چرڑی ( و ی٠٠)‏ --. اح مو 
۵ حالات ہمج١صوص‏ ہہ محور ھای حدید ہا محور ھصلای قدیم موازیند . 


٦ ١‏ 7 ہی وس کے 
دسہتور ھایٰ بلا بصورت : ٥ ۱ ٠‏ 
-۔.۔ مرو س وو 


خنانکہ مہداء ثابت ہاشدکافی است کہ دردسٹتور ھہای بلا وت و مق راصفر کیم 


درمیا بنں : 


2 مین 
٦‏ س۔ آفیبر محور ھای مختصات در فضا ىہ دو دستکاہە محو رھایمختصات 


فائہ ومستقیم میں ٣‏ ۰ رر رر و 75 ت 


0 
1 






۱ 

۱ 
در فضای راستا داری فرض کردہ ۱ 7- ۱ 7 
ہے 
میخواھیم چنانکہ مختصات مبداء کپ پا 
0 دستگاہ 33 ری جیا ا را ۱ 
نسبہت ہدستگاء اول و محر : 

کو سینوسہای مادی محور ھای ×. او 
حدید ر ۱ سیت ہمحور ھاىی قدیم ۷ 


بعلی : (۴7,)م,) 


ر٦‎ 


,مگ“ ش ۲٢‏ 


ف ( ار اور )رر را 


راہدانیم ہستگ یھای موجودبین‌مختصات( ھڈر طز '..( 3 ) 3 ٰ۰ َٰ ' ٰ ) بث نقطد 7( دراین 


کت 
دو دستگاہ مختصات و ہا بین تصاویر )7 , 7, )و (5,۷",7) ہگ بردار ج‫ 


برای رفع اشتباء ڈوسینوسپای هادی را او او ا 


حَھ 7+ ہ یعس اہم وویطا ہت 

در جدولی مویسمم ‏ و خ۳ سأ آ0۴ 
درا بن حدولھربك ازعوامل کوسینوسی بس انیم مھ امج تم ازد 

۳ ك0 ''م ا 'ی۔0 











ہین دوٴمحور مربوطه است . 
اد طرفی ھر 5وسینوس را مبتوان حاصل ضرب داخلی دو بردار رکہەہ واقع 


روی محور ھا دانست یعنی : 


جا جہ چے جا ۱ چت جہ 
مم -۔ 7 ۱ ےا تر سے 7 'ےإٍ ے سم 
جے ج جے جہ ہے جہ 
نج٭+ے می جہن ام ایی حر کم 
جا ج ۱ ہہ۔ جے جے جل 
نر مر کر "7. سس سے و.- .ےپ سے ''م 


این ۹کوسیپنؤس مستقل نبودہ زہستکی ھای موجود بین أ نہا را بعد یادا ور 


٠ںی‏ وم 
پر سب مفروضات مسثلہ کی ھای برداری زار را میدویسیم : 


جج ج۔ ج جج 
ھ و ۔۔ ۶۔اھت سے ١ن‏ 0ا 
جہ چس ج جل 
7 .ےو 0 ےو پر کت 
چس جس جہ ج 
تر مر۔۔ سر 0 لوس کر 


و یچ یں چم 
گ۶ ۹ 0 )0 ۰ 
چھ ۷( .لج 000 
سہ-سہ 


اف٢‏ "ت3 


ٍ سو 

(م ڈور چٹ )لہ (ھ پا +ضرو ام )اہ 
رو مہ جج ہہ 
جنانکہ بعحھای و رو مھا ففنا َ دادہ و سیت ب۵ وخرو7 


| 0 او ا 
٥ر‏ لم لیم ار مقا سد سسکین ححاصز : ہا سی ُ جج 2 نان --- -- : 9 و سے 7 ر۲ 


نستور ھای تمدبیل معتصات بلس مسا یٹک : 


.و 
اج الین ہبہ و جو سا "یں -ل۔ یڈہ 
۱ پور أ۵ رر و کاسے کپ 
وو 4 کر ا لے می سے پر 
دو مورد تصاویر یك بردار مبداء دخالت ث نکردہ: و دستورھای زیررا خواھیم داشت : 
٤ئ"(‏ ×۔٭" ۔+۔ لک یم سے پر 
7م بر سے ٣‏ 
سر مہ امرب ید پر 9 ٠‏ 
چنانکە فرمولہای بالا را نست بہ مرو اووے حل کیم دستور ھای نین 
آنہارا خواھیم داشت: ۱ 
(اہسهھ) سے( ی۔۔ئ) نا(ڈوج) سر سار 
(ہوھ) ۳۔]۔( ہو ئی) )+) کہ مم سس کو 
اسر فوطاکز کرو جک و او سک 
تبصرم ۔ چنا نکھ گفتیم ۹ حبیب تمام بالا مستقل نبودہ وہین آنہا مکی ھای 


رر کہ رہ ۲۶م پیش ار شش 0 مستقل لمستنں بر قرار میباشند : 
7 ھای ۱ 
چے چا ہج اچ آجاجہ ج جس جس 
1 


بصورت برداری ہک اج اح ہس ا 1 کر یل 7گر ائر _-_- ۷ سے ۷ کر سے ٦‏ ابر سے ۱۲ء 


٭ - 7 22 ساص 0م غ 6أ سلہ ''ممڑژُ ٦‏ 7۲ لت آ0 سل۔ ۲مم ا 
سورت کارۓرین .سح رسرو+- خ0[ پ مس سے ضر۔ا۔ ‏ ام سہ ام[ 
ھا تر شا سس سا 

گی ھای ٢‏ 


لت 


۱ 
ا 


2 ج جہ۔ - - 
بصورت برداری پض سی 1 ہم : مگ سن ۲ل ہے سے ۲ػ2 
کور رر مو و 
ہصورت کارترین ے سح ' ”ہم صو ب" و کہ ۳ سے ۷ ام لہ 1م ل4 


وت مت تس ہیا سید موست سے ود ہے : 

0 ا 2 1 0 ۹ 0 ۶ 

تم تع مع مھ 7 مر کش 
2٦‏ 2 مود تب ای پر یج کٹ یو جو ہہ 
ا پر نہ ارم سس سم ور اک .۔ پر ”لم سے ام ا ور و سے لو گوس مم 
‌ 2 37 000ئ٠‏ مت فا عو کے 
ار ا مم پر سد "م6 کاو رک7 رام او ٹرڈٹ 
: ۱ ۰ ۰ اف 23 185 
س و سب ام ہم سے ام رگم -. رم ن٠‏ سر نر رہ پہ و 


-۴[۳۔ 

رم ََْین نسبت ہسە بردار یکە دیگر بستگی ھای :, 

ج جم چم چا چس ہے جات ہو - ہمہ 

27 ۸ء سے مم ۶ك ۸ مم سے جج را و ین 
اورآن تردی : لڑظ رق سال رہق ملظ زیر مکی ساری رك رد 

کی سک ری ا وو کا 
٦ے‏ 7 2 رر وڈ گا 
ج جج ج جس ور ملا 
ا رز ُ۸ 3 () کا ۸"۰مھ(( سا م۸2 بی ھ2 
7 .0 73 

و چنانکه متیم این سستکی غامتقل نہودہ و اگ مثلا شش سی ۱ را 
داشته ہاشیم میتوا ٹیم از ا نہا سی ھاىی وک را تبحه بگاز :۰- 

۷ڈ - زوا بای اوار چنا نک بک ر م نە کوسینوس ھادی توعط ٦‏ سے 
یم مر بوعلند بپس بابن بتوڈان نہارا ہ رجحچسی سه4 ہارامتر بہان نمود . 

ابنسہ پار ارامتر س٥۹‏ زاویه اولر بودہ و ہدین رنیب تعیین میشوند : 

ادودستگاء مختصات قائم فرض نمودہ از نقطه 0 قہداء اولی سهة وجہی د؛ یی 
موازی و ھمسوی سە رجہی دوم مرور میدھیم بدین تر تیب دو س۹ رجہی 0و 
ِ او ٴ ںن خواھیم داشت ت. خط تلاقی دوصفحہ ے پر ٥و‏ اوس 0اک عو ذمتف 
0ق است پج ص نامیدہ در روی این خط سوئی را سوی مثبت اختیار میکُنیم ۰۱ 
زوابای اولر عبارتند از :)ہے ون ص۰ 0) سس موسوم) به برںادوںںل 77ک . ۱ 
( ۵ 0 () ہے 0( ہووزںل ل۸ک و‌ ) 23 ,ّ00 ) ےد مم ویا نم دز دہماولرں ح۸٠‏ 


0 


حال ثابت میکنیم کہ باداشتن ے نک 


این سە زاویہ میتوان وضعیت سہ 
وجہی دوع ر| نسبت بە سه وجہی 
اول کاملا مشخص نمود بدیرےنىی 
منظور دو امتداد دنگ 0 2 
7 وداعمو دمستقیم یھ ہپ چم در 
صفحات پرے ن رو0 انتخاب 
کی کت ۱ ۱ 080 ش .٢٣٢‏ 





لان 
دو سه وجہی دپگرے ١ح‏ 0 رھ بیںوں قسہ آ شوو ثابت میکنیم کہ 
با سه دوران میتوان از سه وجہی اول بس4 وجہی دوم رسید . 
دوران اول عبارتست از دوران بزاویه پہ در حول یئ سە وجہی اول برسہ 
و ھی روم ن منطبق میگردد : 
دوران دوع عبارت ازدوران بزاویه 0 درحول ‏ 0 بودہ سەوجہیے ڈیم 0 
بسه وجہی 7 1٢‏ ون مبدل میگردد ٠‏ 
دوران سوع دوران ہزاویە لم در حول ٴی 0ئ ہودہ سہ وجہی ےپ یبر( بسهہ 
وجہی 'ی ا ٴ, | منطبق میگردد زبرا محورےے 0 ثابت:بودہ وچون پر | پر ام 0 
منطبق میشود پس پس ں ہم منطبق بر ٴي 0 خواھد شد چون ھردوسه وجہی قائمند 
حال ہرای برقر اری دستور ھای تبدہل مختصات ملاحظه میکنیم کہ چنانکە 
پک ٤او‏ ئ٤‏ پ٤‏ رامختصات ]۷ڑ نسبت بدودستگاء دوج 0 و وی0 نگیریم 
ہارفٹن ازوسنکاہ عزڑس 0 7) یر (ا ارتفاع ی نقطه پ× تغییر کی دہ ومسئله 
مجر بتہدرہل دسنگا مختصات در صفحہ وس ھیمردد چنانزدے+ و ائے مختصات 
حدید باشند میدانیم کہ فرمولہای تغیر وستکاہ در صفحه در این حال : 
801 ۱ ۳۷ 0مم و سے 
رہ ومہم ص ۔- ۸ جووو جن سد و 
شافال کانکا اد وستتار آغر ستکاہ یں 0 برویم طول پر تغیبر نکردہ و 
معادلات زیر را خواہیم داشت : ۱ 
() جرزو "ھ -. () یو پہ س ارز 
وم '٭ سط () وو پو سے ھ 
رو بالآخرہ چنانکہ از وستگاد 2 ٢ی‏ 0 ماکاک تا 0 رقام ای نغپیر 
کت بس معادلات بصورت : 
ّ۷ 8200 -- م) جوم اچ کپ 
7 یں لہ ك۷( ۳و !و سس پر 


ہم 


درا مدہ و چنانکە اک و راین این 7 ھا حذف کنیم 


مر کے 


لہ نل () جروہ -- 0 سوہ (ص موہ 'ضی۔- جو جو ۲ھ) ] -- رہ ووع (ر وزو و -- ص چون جم) سے سج 
٥0ہ‏ [0 مو ”۔ - 0( جمن (م یں پ۔-۔م ×ہ ۷۷3ح ۔- ببہ چھھ (ص وزہ ٭-- ص مو م). سے پ 
0 و ٭- 6 7ھ ( ص ۵۰ہ ٭آص۔+- صأ جرزو سج ) سے 


و یا: 
77 0 برع -۔ (00۰0 ٤971049۲۷7‏ -(- 0٥ص7٥‏ )'پ۔.0 ۶ ۳۷ 1لغ ۳ 2٤001‏ ---ر1 ۴٥۸‏ ‌م91وض) جو سد و 
بل١ادق‏ 0 ما 'ھ -- (ژامو زصوەم7عویم۔--بہ جم بما× )'ر-۔-(0 :و" بہہ د٥ع‏ م) ٤3س‏ رز وھ 0۶76م ) سد ہو 
0" 4 0 م ٥مہ‏ ص۔- 0 چرڑی پر وو سے سے 


7 فرمو لبای اولر نامیدہ میشوند خواہیم داشت . ضرایب 8م و اووے ایی 
سان ھا مقادیر کوسینوسہای هادی ہرحسب زواپای اولر میباشند . 

۸ ۔۔ مختصات قحارنی ہك برٹار ے در صفحةً راستا دار قطہ 0 قطاب 
ومحزرے 0 موسوم بمحورقطبی مفروض میباشندبر ای عیین برداروں ال رسیم ستقیمی روی 
حاعل آناتخال باکردہ این سورالے یر ھیئاھیم داضت فا و ٥‏ و اندازۂ ۸ > ں 
روی لے وگوشڈ ری 07۱)۔ 0 میبآئند. 

پر وکا و و6 يك بردارمربوط بودہ ولی بالمعکس‌چنانکہ یلگ ہردارداشتہ 


ہاشیم دو دستگا بینہایت معق‌صات قطبی 
7م ۲م .+0 وی ۳ 


سے 1 0 
کٹ 7 ۰ 3 ۱3* اج 0 
عربوط بان مہاشند زیرا ممتوان دو سوی منبت مخالف روی 8 م انتخاب نمود ۔ 
تک ھا 
ہستجی یی 
زیر دن مختصات 
کارنریے روپ 
بت بردار و ختصات 


ہم 


قطبیٰ ان ہر قرار 





میباشند : ش ٢۳‏ 
0 231717 4 عے ٦‏ 0 ۵ 0 ہد پڑ 


ھا سے رر 
ا 0 وم ۲ 3 عانت 


ھ٦‎ 

۹ ۔ مختصات قطبی یك نقطہ ۔ مختصات قطبی نقطہ 25 ہمان مختصات 
7 نجس ری 
قطبی بردار ۲ ں میباشٌد در این حال ں را شعاع حامل و م را زاویہ قطبی نقطه )) 
نامند و ھمانطور کہ در مورہ بردار گفتہ شّدں دو دستہ بینہایت مخغتصات قطبی جہت 
حر نقطه موجود است و أ نہا عبارتند از : 

٭ 0+7-+٣۰‏ ۶7 ۲۔دم0 
مہ 1 


سی ھای ر‌ ار بان مختصات قطبی و مختصات کار تو لن و ابستہ 2ئ قطہی 
موجود میباشند . 


0۰ .٠پ‏ سے رز ۰ 00-ےج 
وج مس کرس عو 
و مرْو (ا چون ن کَ ك 


*ھ ۔۔ حاصل ضرب داخلی و خارجی دو بر دار - مختصاتقعاہی دو بردار 
ہے 27 7 ۰ 0 پشہ و ا لق :- 
ےل'مپ وائع در پا صفحہ راستا دار را ریب (0,م))و(0(,پس) قرص نمودہ 

ہو جا 
حاصل ضرب داخلی نہا: (([ - 0) مم وپ - ہی خواھد بود,. 

چنانکہ پیر را بردار بکہ عمود ہصفح فرض کنیم حاصل ضرب خارجی ۱ نہا 

' عو نے‎ -٦ 
یر:. ۸()۶۸(۔-- )وضو وم اسم ۸ے ھیباشد.‎ 

۹ ۔۔ فاصاه و مساحت ٥ر‏ مختصات قماہی دو نقطه 31 و ]1 را بامختصات 
قطی روں ہے راو سج و مغطات کارنزین ری تر وی ٥و)‏ فقرض کردہ 
مجعڈو رو فاصلہ ۱ نہ ۱ 

تچ ضد ٣آ‏ و ٢آ‏ جس - وت سے ہے کاڈ 
۱18۴ ے (ر))۔۔ (یوم)سز(یرں -نیرم) ۔(ی ہ۔۔ پور )ےآ 
(( -۔ 0۳٢‏ )×ن(" ...مم ٢‏ ١ا‏ ۔لہ ٢ر‏ سے 
خواھد بود . مساحت مثلث 000 را نیز میتوان ازراہ ۔حاصل ضرب خارجی ہدست 
ورد این سطاح -ا۔ ہا - |ست برحسب اانکە شماع حامل ”کہ از ۱× بسمت '7(8 
بررزد در جہت منثہت ہا منفغی مه چجرخش نمابد 2 این سطح مساری نصف اندارهُ 


مہہ لوس 
حاصل ضرب خارجی ۸ گ0 مبباشد : 


وت 
رہی۔ ١)‏ سے (( سے 0) وت و سے 000۸0 سطح 
كم ۔ وه ھای قطبی خط راستا ۵ار در قضا نہ میتواب امتداد خط 
راستا داری را درفطا توسط دوزاویە معی ن کرد بدین منظور خطء 0 راکە ہموازات 
خط مفروض وھمسو ی آن رسم شدہ است روی صفحھ ہو سر 0 تصوبرمیکنیم برردوی 
خط حاصل سوئی را سوی مثبت میگیریم۔ 
چنانکە آنرا 0 بنامیم صفحةء 0 و ٴء ن شامل ۔ ن بودہ دراین صفحه سوی 
-إ- دوران را از ء ( سمت 'ە> فا و ۱ 
زوابای : اق وک و ون و ے37 ۱ با تقریب * ٢‏ در 
صفحات راستا دار ( ع )0,٢۰۴٥)ٛر)‏ رو عو 0ف کوٹ وانانا زوابای قطبی 
امتداد راستا دار و با سای طول سماوی و متمم عرض سّماوی نامیدہ میشوند 
واضح است کە چنانکه (0,م ) دادەشدءباشند امتدادخط زاستا دار مشخصس 
گشتہ ولی برعکس بہر خط راستا دار دو دستگاہ زواپای قطبی مربوط عیباشند . 
بر حسب آ نک امتداد مثبت روی ' ء08 را تغییر دھیم این دو دستگاہ یتر تہب ؛ 
((0۔-,ػم۔ح۔()6)ر(0,“ص) خواھہندبود. 
چنانکە سو را بردار ھای یکە امتداد های 07 و ٥‏ بگبریم مکی 
ھای موجود ہین کون ھای قطہی وکوسینوس 2 ۱ 
0 ء8 0؟"" 





ج ت 
۰ جوم مس( ورزو. یب سے یں 7 

ہم چ۔ ہرم لً ً 

سس درزّوے ۔۔- ص" وم ےی - ای 
وازانجا: َ۴ 
ج_ ج جہ جہ+ 
٠۰‏ مووں مھ ۔- () جرین م| جواد ے٤‏ ۔ا۔ () جو سص ممے کے ہے۔ 

سم ۔< ر‫ 

پس از أ نجا نتبجە میشود کہ کوسینوس ریم 


عایى حادی امتدادی با زوایای قطبی (0, م) ش ع٢٢‏ 


۱ ۰ھ 
ہٹرتیب أ) :٥ہ‏ 0 81ہ روی ۴ 0و م) ۶ہ 0 ؛نلہ روی ظ٥‏ و0 ٥٥‏ روی ٭ 0 میہاشند . 
۳ _ معتصات قطہی و ا۔توانهُ در فضا سەوجہی قائم ٭ وع ٥‏ را فرض 
کردہ مختصات قطہی نقطہ تا مقادیر ‏ و ٍ و 0۸ بودہ وہدین ترتیب معین میشوندکہ 
درروی خط تا 0 امتداد مثہت ۂ 0 را انتخاب کردہ و را اندازہ جبری ت0 ومن دا 
2 شه ھای قعاہی اہن امتداد خواھند بود . 
چنان:نزکہ [ارادرروی صك<ك"٭ز7ٛ 0× 
تصویر کنیم و مختصات قطبی رم قطهے 
حاصل را در نظر پا مقادیر و +؛ہ ۶“ ء را 


دستگاہ معتصات استو اه نقملہ ۲7 مینامند : 





۴ھ ۔ متعتصات ھمکن س چنانکہ قط۸ 
8( طوری در فضا حر کت کندکە 1( ٥‏ بینہایت ش ں٢‏ 
شود کے کە 21 ہسمت بینہابت دور میشود . چنالکه (ى, و ,٭ ) مختصاتکار ٹزین 
نقطه ]3 باشند لااقل بکی از آنہا در حد بہنہاہت شدہ و چنانکہ نقطه :۸ در صففحه 
ےٍ‌ اقع نہاشد هر سای بینہاہت میشوند وہر فو چنانکە مختصات یك نقطہ بینہایت 
شوند ۵ نقطه در بینہایت واقع است ولی از امتدادی کہ ان نقطہ در امتداد ان 
بە بہنہایت ر 7 است اطلاعی در دست نیست ر قع این نقص را ہا ہکار برداتے 
مختصات ہمکن میتوان نمود. 

آعر اف مختصات ہمگن نقطه (:,ی, *٭) ]ا[ ھر دستگاء مرکب از چہار 

تی ۷08 07+ ماشہ بطاوریکا بن آ ہاو مختات مععولی بستگی ھاٰ: 

ر/ 1 >5 


- ۳ 
1 ‌] )۸ 
ہر فرار باشند . 
نقطہ دارای سنہابت دستثاہ مختصات فسکراو دہ وچنانکہ 


چنا نکہ میبینیم ھر 


. ے ا( باشد ×× ' ۶۹ 7 ھمان مختصات معمولی خواھند شد‎ ١ 


۔٤-‎ 

اگر نشطه لا در امتداد ز 0 کہ پار| متر ھای هادی آ (ءرھرے) است بہ 
سمت ہینہایت دور شود عیتوائیم در ھر لحظه ۸۶ ء ‏ زا پار| متر عای ھادی 18 0 
فذرض کیم البته در حد این اعداد ہاید متناسپ ے ' 'ء شوئد ہا استفادہ از انکهە 
مختصات ھمگن ہا ضریب بات تناسب معلوم إئد میتو مان | درحد مساوی ۔ای'ء 
رھ رای کرت سر کو ناس مر بے و شضوو سر _مسصفقاف 
صفرند لازمست کە 1 ہسمت صفر میل نماید . پسں اس نتیجہ میشود کە چنانکہ 
1 ہسمت بینہایت در امتداد ز ٥‏ رود مختصات ہمگن آن ہسمٹت (ث٥‏ ار ەر١,٭ہ)‏ 
میل خواھند کرد ۱ ۱ 

و ترک چنانکه ۳۲7 سمت مےےھاء'0 میل کنند چون لا اقل 
بکی از پارامترھای ھادی م ؛ 2ء صفر نیست پس یی ازمختصات × ' و ء بینہایت 
خواهد شد , از طرفی پارا تر ھای 7 راو سو کھت سی دارای 
وضعیت حد ز 0 خواہد شد . و بالاخرہ میتوان گفت کە نقطۂ واقم در بیلہایت در 
امتدادی بابارامترھای هادی ہ 'ءی 'ء دارای مختصات ھمگن (0۵ر:,7,ء) میباشد 

پس میتوان ہا بکار بردن مختصات ھمگن نقاط بینہایت رإ ازھم جدا| نمودہ و 
ہا بکار بردن این مختصات یگانہ اختلاف ہین نقاط بینہاہت و نزدباك آئست کہ 


ہم 


بازاء آ نہا ١‏ سے "7 میباشد . ٠‏ 
٥۔‏ قاط موھومی ۔ تا بحال مختصات نثقاط را اعداد حتبقی فرض کردہ 
بودیم چنانکە مختصات نقاطی اعداد مڑھوی باشند 1ك نقاط را موہوی 1 یندا 
چنانکە ہرسہ عدد حقیقی باشند آن نقطہ حقیقی واگر کی ازآ نہا موھوی 


باشد ا ان نقطه موھەومی خو اهد شد . نقاط موھزمی از لیحجاظ تعمیم قضابای هندسی 


ہکار رنہ و ھمان تعار یف و دستور ھاىی نقاط حفیقی ذر بار 7 نہا صان قَ ھیباشند 


و 
بخش سوغ 


٦‏ - معادلھه خط در صفحہ ۔ منظو رطرز نمایہش خط غبرمشخص بعنی منحنی 
۲ باخم در صحەمہاشد ٰ چنانکہ دہدەمیشو د مختصات تقاط مختلف بات مرحنی در صفحہ 


۔مقادیر مستقل نداشته و فرض میکنیم کہ ہین مختصات کارتزہن نقاط آن پک : 

٭ سے( )گر : )0( 
برقرار باشد . البته بین مختصات این نقاط بیش از بک رابطه نمیتواند وجود داشتہ 
باقة زی ا درفر :ان سووّث میتران سر رآ از ا شتگیھا بیدا مود دز 
تقاط مرہو ط ہا نہا معدود خوآھند ہود. 

و برعکس نقاطی از سفحہ کە مختصات آ در سس )١(‏ صدن میکند در 
نظر نگ 07 چنانکہ به + مقدارمعینی ہدھیم ریشەھای این معادلہ مقادیر و ہو مو 
وس وقاف ملا الو س الات امج اتتھاسس اتی تاھد 
چان خال سن را اض ےا ن۵ تغبیر دھیم این نقاط درصفحه نمایش قوسہائی 
کہ نشکیل تمام منحنی () معادله )١(‏ را میدھند خواھند داد . 

پس بطور کلی معادلہ )١(‏ معادلہ منحنی () خواہد ہود چنانچہ مختصات 
هر نفطه () ) در معادله )١(‏ صدق کردہ و بر کین مر نقله کہ مختصات آن در 
)١(‏ صدن کند جزو منحنی ))٠(‏ میباشد . 

آبضر ۵ آ سک درہارہ مختصات کارتز بن گفتہ شد در ہار ٥‏ ھرنوع مختصات 
دیگر نیز صادق میباشد . از طرفی استدلال فوق چنانکە معادله )١(‏ دارای ہو نباشد 
صحیح نبودہ و در اینحال اہن معادله بازاء مقادیری از ٭ ہر قرار خواہد بود . مکان 
این نقاط خطی موازی و 0 خواھد شد . 

۷ ۔ منحنی ھای جبری _ منحنی جبری منحنی میباشد کھ مال ان در 


ممنعتصات کارتزین بصورت کو الحمله از ا وں2 نوشتھ شود ہ د رح این کثیرالجملہ 


8*2 

دذرحجہ ملحنی خواهد ہود ہآسانی میتوان ثاہبت وم کا این نعر رف سی ہا نتکخاب 
محور ھا نخو هد داشت ژیرا دستور ھاىی تغبیر محور ھا معادلاتی ازدرحه اول بودہ 
و دز تیج درحہ معادله تغبیر یافته ھمان درحهە معادله اول خواعد بود . 

قصيه ھر منحنی جبری از درحه وہ در وہ نقطه ھر خط مستقیم ار صفحہ رإ 
تلاقی مینمابد 

البات - ہر حسب ۱ یح کہ گفتہ شد میتوان محور ھای مختصات را طوری 
انتخاب کرد که خط مقروض محور ض0 بہاشد بس برای بافتن اط تلاقی باید ٥‏ سے رو 
نمود پس معادلہ حاصل “ صوحد(ڑھ ,رص )کر )٢(‏ از درحه ہم شدہ و دارای ود 
رشہ کہ مربوط ب4 ا نقطہ تلاقی ان خواھد بہوٹ ٠‏ 

ولی باہد بادا ور شدکە گاھی ممکن أآست درەہ معادلہ (۲( باندارۂ 2 واحد 
از دجو کوچکتز باشد در اہنحال کون 7۶7 نقطه ہرخورد در ہینہایت مبہاشند : ھمحان 
چنانکە معادلہ )٢(‏ دارای رہشہ مکر ر ازھر تبه بم باشد باند نقطه مربوطہه راےم دفعه 
حساب کردہ و بہمین ار نةیب اگر معادلہ )۲( دارای رشهہ ھای موھوی باشد بےایں 
نقاط موھوری هر بوطٰ4 را نیز حساب نمود 7 

ڈحَیہ ص برای ا نکە دو معادله ہے (|, < )کرو ہے( ج7) و نمایش 
ہك منحنی را ہدھند لازم و کافیست کە دارای جملانی متفاسب ہاشند . 

اولا ادن شرط کافی ایت زیرا چنانحہ ہر قفرار باشد خواھیم داشت : 

( نم *٭ ) کرم۴م تج( ئ,ھ)و )۴( 

و در نتیجه ھر نقطه کہ مختصاتش در عرصدق کند در و نیز صدق خو مد 
کی و پر عکس ٰ 

ٹانیا شرط بلا لازم است زیرا چنانجه اہن دو معادلہ نمایش بك منحنی 
را بہدھنں باہں بازاء ھر مقدار لآ دارای ریشہ ھای مساری نسبت ؛۵۹ ؟) باشند و در 


ترجہ اہن دو 01 الحملہ کہ برحتسب ٭ در نظر گرفتہ شوند باید دارای ضرا می 


سر+.- 
متناسب ہاشند . بہمین ترتیب اگر در این اِستدلال جای عت و ہو را عوض کنیم حوأاھیم 
دید که بابد کثبرالجمله ھا عتناسب و ضریب تناسب ھم عدد ثابتی باشد . 

منحنی ھای غیر جبری را ترانساندان نامند . معادله اپن منحنی‌ها را نمیتوان 
ہا ھیج نوع تبدیلی بصورت کثیر الجمله جبری درآورد ۱ 

۸ ۔ معادلات پارا متری رك منحنی - طریقہ 7" نمایہش دادن ہك منحنی 
ہصورت پارا متری ھیہاشد . ہدین منظور بازاء هر نقطه 1( عنحلی بت عدد + کہ 
ہار امترآن ن نامیدہ میشود مربوط می کنیم . را طوری انتخاب میکنندکە تغببرپیوستہ 
آق سے سان سیا سدص سس کان ماتت رااگ افات ارٹاا ا امز 
معنای عندسی سادۂ مثل طول منحنی الخط نقطهە یا زاویه قطبی‌مماس وغیرہ خواهد 
داشت یس معادلات پارامتڑی منحنی رابصوؤرت:(+ء)وحسى (ء)عرےئيث ؤئ) 
عو ان وت , چنا نکه منحنی مفروض‌باشد بہنہاہت معادلات پارامتری جہت نمایش 
آن میتوان داحت . ھربٹ اتاپ ہا تغیبرپارامتر ء ب7۳۸ بطوریکە مثلا (ھمی) سم سے 
باشد از ویک ی لتیجہ میشود . 

برای بدست اویت معادله منحنی بصورت (١)کافی‏ است ے را ہین دومعادلہ 
ہارا متری حذف نمائیم ۱ 

۹ ۔ معادلە یك سطح ۔ مختصات کارتزبن ج' و'ء نقاط مختلف سطح 
بارویە مفروض ( ئ8 ) مقادیر مستقل غبر مشخص نمیٹوان داشته و ك نہا تین 
بصورت ەحادڑےیھ, ,)۶ر (ہ) وجود خوآھد داشت . 

و ہر شس نقاطی از فضارا کە مختصات ایا در نکی (ہ) صدق کنند در 
نظر میگیرہم نقاطی کہ در صفحہ ہو '0 ء موازی صفحہ ہو 0 : ھستند مکان نقاطی 
بارتفاع 0۰ 0 سم مر صفحہبودەوتشکیلمنسنی جم بمعادله _( یھر * )کر () 
رائسبت ہمحورھہای ج٥0‏ و ہو '0 میدھند . چنانکە ‏ را تغییردھیم ابن‌منحنی تشکیل 


سعاح (قارا خواھد داد 


کے 
پس بطورکلی معادلہ )٥(‏ معادلہ سطح (ع8 ) خواہد بود چنائگہ مختصات ہر 
امعله آ در اہن معادله صدق کردہ وہر عر نقطه کہ مختصات آن در (ہ) 
صد قکند جزو سطح (ق8) مسبائد. 
نت تبصرہ۔ چنانکہ عرفقط .2 بە ع داشته باشد استدلال بالا قابل قبول نبودہ 
و در این حال نمایش صفحه موازی ہو ٥‏ را خراھد داد . 
چنا کک رر تی فقط بە ‏ و ہو داشته باشد نمایش استوانه موازی ء ٥‏ زا 
خواعد داد زیر| خطی موازی٭ 0 سطح را درنقطە ہہ منحنی 0) بمعادلهہ مرقطع 
عرامکرہ لاف ایر ات امھ 6207:] رق ان سراڑیمےاحراتھہ 

سطوح جبری ۔ سطح جبری سطحی است کہ مان گنز الجمله حبری 
از ہو وء باشد درجه این کثیرالجمله درجہ سح خراہد بود . 

بہمان تر تیب کە دربارہ منحنیات جبر یگفتیم درجه سطح تی ہبمحورھای 
مختصات ندا|شتہ و ڈیہ ھای زیر در بارہ این سطوح ثابت میشوند . 

قضيه ۔۔ مقطع ہر سطح جبری توسط صفحۂ بك منحنی جبری ھم درجه آن 
سح خواہد بود ۳ 

کس راف کور گت افاای ی ماظر یی سے سے 
مساوی صفر قرار میدھیم نمایش بت سطاح را بدھند لازم و کافی است کہ دارای 
حملات متناسب باشند . 

اثبات این قضایا نظیر اثبات قضابای ەربوعاہ در صفحہ است . 

٥۔‏ معاءلات پارا متری بك سطح ۔ برای نمایش‌دادن یك سطح بصورت 
پان س ی بہر نقطه 1( سطح دو پارا یر پور کہ معتعات منحنی إا٭خط سطاح نیز 
نامیدہ میشوند مر بوط نیکم : 

در این حال مختصات 18 ہرحسب با وا نوشتہ شدہ ومعادلات سطح بصورت 


بارامتری(دورے )یر اع ڑب بی )و نے رب رے)غرےےادخ (۷) در میآبند 
٦‏ 


28۷7 
چنانکه سوہ زاپر حسپ پاراھترد تک ی مثاے بنان کئیم معادلات حاصل 
نمایش منحنی ( ) واقع روی سطح (8) را خواھند داد . 
وھمحجنین ھررا بطہ بین ہاو بلئا منحنی ازسطاح (ھ )را نمایش خواھدداد 
۱- مەحنی در فضا ۔ برای نمایش‌منحنی () درفضا دوطریقه ہکارمیرود 
١‏ - منحنی نوسط مقطع دو سطح تعیین گشتہ اسٹ . منحنی )٤(‏ )زا مقطع 


دو سطح (8) و ( '8) ہمعادلات : تج ط )۸( رض کو 
کے ایر ہر تہ رھ 


در این حال معادلات )ٰ۸( مہحنی ())زرادر فضا نمایش دادہ ومعادلات آن مبہاشند 


چنانکە منحنی (()) مفروضباشد بینہایت دسکاساده نمایش آ2 | میدھند 
زہرا بینہاہت سطح مبتوان فرض نمو د کہ ہر این منحنی کن نٹ 

۲ منحنی ار حرکت بات نقطه در فضا 'نعیین گشتہ ا[ست . در ادن حال بہر 
نقطه ۱ پارا متر ہ را مربوط کردہ و معادلات منحنی بصورت : 


(/+)ء جو (باوےوى )رج )۹( 
میہاشد . چنانکە منحنی ہا معادلات (۸) نمایش دادہ شدہ باشد وبخو امیمآن معادلات 
را بصھورت )۹( ہنویسیم باید مثلا بە س متدار اختیاری (ہ)کررا دادہ و معادلات )۸( 
را نسبت بە بووء حل نمائیم, 

چنانکكە در دشتگاہ (۹) دوممادلہ اول را درنظر بگیرہم اہن دومعادله نمایش 
تصویر منحنی ))٥.(‏ فضٰائی راروی صفحه۸ وپ (اج میدھند . 

۴۳- استو اه ھای آصوہر ککئندہ ۔ ہیر _ سطوحی کہ بر ملحنی مفروض 
0 ند.استو انه ھاِکە روی آن تنکیەکر دہ وبموازات محورھای مختصات مبہاشند 
جہت تصور کر دن ان منحنیات مفید میباشند . الہته قاعدۂ ال استوانه ھاروی 
صفحات مختصات تصاویرمنحنی فضائی روی اہن صفحات بودہ ومعادلہ استوانه ھمان 
معادلہ ابنمنحنی مسطح خواھد بود , برای نوشتن‌معادلہ استوانہ چنانکہ زا خر او 


مختصات بات نقطه از قاعدۂ ان باشد هر خط موازی ٭ 0 َکە براین تقطہ بگذرد 


-۸۔- 


منحنی فطائی () را دريك نقطه ۲ قطع کردہ و در نتیجه عرنقطه این خط دارای 
ا رف کہ 
٭ھ(ع, ,)و 


مختصات (۔, , ٴ) میباشد پسں معادلات : 
دارای ریہشہ مشتركء٭ کہ ارتفاع 1 است بودہ و از آع نتمحه میشود که برای 
ہوثث آ2 ردن معادلہ استوانه تصوبرکنندہ منحنی (6)) روی ى 0 بابد ء٭ را ہے 
معادلات (. 0( و این معادلات )۸( منحنی حذف نمودہ رو ھمجنین [ست در مورد 
استوانه ھاى تصوبر کنندہ 03 روی صفحات ٭ 0 بو <0 
در صورتی کہ منحنی فضائی با معادلات (۹) نمایش اوه فدھ يائے چٹائنکۂ 
کت دو معادله اول آن دس کا نمایش معادلات پارا متری تصؤیر آن روی و 0ء 
رود واز ا اھ شف رد کرای مق اؤہ اشرآن ھی گلس ی7029 
کافی است کە ‏ را بین این دو معادلہ حذف کی 
ہابد یاد ور شدکەاغلب نمیتوان معادلات دوازاین استوانەھارا بجای معادلات 
منحنی گرفتزیرا علاوہ ہر (:)) اہن استواله ھا دارای مقاطع 7 رینیز خواھندہود 
۴۳ ۔ منحنی جہری ۔ے چنا نکه بتوان ہر یہ منحنی فضائی دو رس جبری 
مرور داد آن منحنی را جبری گویند . 
قضیہ ۔ تصاویربك منحنیجبری جبریند وبرعکس . اثبات این قضیه برحسب 
تعاریف ڈو ق واضح میباشد زیرا مثلا | 7ت را ہین معادلات (۸) حذف کیم معصادله 
حاصل جبری خواھد بود . 
درجە بت منحنی جبری درفٰضا عدۂ ثقاط برخو ران ہا ہاگ صفحہ غبرمشخص 
سی باشد. 
7 قَصيه ہے مقطع دو سطح جبری ہا درجات سب و بر با منحنی جبری از -- 
حر مر میباشد . ْ 


زرا عدۂ نقاط ہرخورد دو ماحنی مسطح ازدرحات دم او مج مساوی ۶ وہ ُسمت 


۵ے 
و اہن نقاط ھمان نقاط ہرخورد منحنی مقطع دو سطح بای صفحہ میباشند . 

۴٣۔‏ خم ھا و سطاوح موھوئىی ‏ ھمانطور کہ نقاط موھومی جہت تعمیم 
قضایا بکارمیروند بہمان ترتیب بررسی منحنیات وسطوح موھومی لازممیہاشد . واہنہا 
ہدو صورت دیدہ میشوند . ۱ 

حالت اول ۔ معادلات اہن خم ھا و یا این سطوح دارای ضرایب حقیقی ہودہ 
ولی مختصات ھیج نقاه حقیقی در آ صدق وت . درابن حال نقاط موھومی این 
ٹا و سطو ح دو ہدو مزدوج میباشند . ۱ 

حالت وع ۔ معادلات اہن خمہا و یااین سطوح ٹا ضرایب موھومی مہباشند 
در اہن حال اکر سطاح موھوعی باشد با منحنی حقیقی روی آ ہا وحود دارد. 

٦٦٦‏ بردسی نا مساوبھا ‏ ھندسه تحلیلی ہما اجازہ میدھد کە نا مساویہای 
دو و سە مجہولی را از لحاظ ہندسی بر رسی نمائیم ابنك حالت دو مجہولی را در 
نظر میگیر ۳- 

فرض کنیم نامساوی ٭< (س+)عر )١١(‏ دادہ شدہ باتد میخواھیم 
ب۸ بیئیم مختصات چہ نقاط |زصفحہ ذراین نامساوی صدتق میکنند . بدین منظورمنحنی 
ەسح(ی )کر )۱١(‏ رارسم نمودہ می بینیمکە اہن منحنی صفحہ را بنواحی چند 
تقسیم مینمابد ھريك از ابن نواحی طوریست کہ میتوان از یك نقطہ واقع در آن 
7 رنقطه دیگر ھمان ناحيه ہدون آنکە منحنی را فطع نمابد سید ہاسانی ثابت 
میشود کہ تمام ثقاط یك ناحیه (7) يك علامت معینی کر مید ہھند . زیرا مثلا 
فذرض کنیم کہ دو نقطد ط ر٢‏ واقع در بات ناحيهہ دو علامت مخالف بە عر بدھند . 
این دونقطەرا ہا خطی بہم مربوطکردہ بطوریکہ این خط منحنی )٥(‏ را قطم نذماید 
چنانکہ ٦‏ از ط به ٣٣‏ برود مختصات آك توابع پہوسته از ے بودہ و اہن پارامتر از 
کا بھ)/ ترقی مینماید درنتیجہ (یں ۶ )کر قابع پیوسته از ہ شدہ وبازاء مقادیں و۸ 


دومقدار مختلف العلامہ خواهہد داٰشت بس لازم میا بد کہ درفاصلہ ہن این دومقدار 


وحد ٹی ۔۔ احلیلی ۴ 


: ۲ -۔- 
صفر شود یعنی درب قط٭ ازخط ۶۶ ا[ ۶ تابع عرصفرخواعد شد وابن خلاف فرض 
است زیراکہ خط مز ہور منحنی ()) را قطع نمینماید . ْ 
دو ناحیه را مجاور ھم گو یم چنانکه بتوائیم ازیکی ہدیگری بطوربکە ثقط 
بك وفعہ از منحنی () بگذریم برویم . دو ناحیه مجاور ھم دو علامت مختلف 4م 
خو اھند داد . زیرا چنانکہ از (.)) عہور کنیم ہر صفر شدہ و تغیبر علامت میدھد . 
اس را مقدمه نقطةُ در صفحه در بکی از این نواحی انتخاب کردہ چنانکه 
اود )کر مثبت باشد آن ناحیه مثبت و نواحی مجاور آن منفی خواھند ہود . و 
ہاین ترتیب نواحی از سس کے در نا مساری فوق صدق 07 نعبین میشوند . 
در مورد نا مساویہای سه مجہولی ٭< (ری, ئ) )کر سطح ہس (رئں مار 
را در فضا در نظر گر فته و نظبر آنحہ کە در بالا گفتیم عمل میکنیم, 
ْ بخش چیارع 
منکان ھفندسی 
٦۔‏ ۵ رصفحہ۔ مکان هندسی مجموع نقاطی از صفحە را گوبند کە دارای 
خاصمت مشتر كد باشند. ۱ 
طبق این تعریف ہر ایآ نکە مکان ھندسی مطلوب (یا ) منحنی () باشد بابد 
دو موضوع زبر را ثابت نمود . 
-١‏ ھر نقطه از مکان ھندسی (.1) روی منحنی ()) واقع بود۔ 
۲- و بہرعکس هر نقطه از منحنی () خاصیت مکان )1٠(‏ را دارا میباشد . 
برای تعیبن مکان عندسی بطرین تحلیلی باید قہل ازھرچیزمحورھای مختصات 
را انتخاب نمود و ہابد باج 1ن رشدکہ سہولت محاسبه سی تام بانتخاب محورھای 
مختصات دارد. 


۷۔ میخواھیم معادلات پارا متری مکان را پیدا نمائیم ۔ بدین منظور 


امن 

نقطه ٢‏ مکان را در نظر 14 فته و‌ پارإ متری را نیزانتخاب میکنیم ابن پارامتر اغلب 
او قات معنای مود سادۂ د|اشته ومخثنصات مم( را تھا سبت بآن حساب میکنیم 

۸ مہو اھیم معادلہ مکان دا بئوۓسیم سطریقہمستقیم ۔ نقطه زی ۶) 11 
غبر مشخص درصفحہ را گر فته وشرط لازم وکافی برای آ نکہ ابن علدعتتان سان 
باشد مینویسیم بدین ترتیب معادله بین * و ہو کە معادلہ مکان است ہدست میآید . 

طار رقه غیر مستقیم مہ درمو اردیکە ار یقه مستقیم قاہل عمل نباشد | بنطر رہ 
را میتوان ہکار برد . پارامتر ۃ را طوری انتخاب میکٹیم کە بازاء'ھر مقدار آن بك 
نقطه از مکان مرہوظ ہاشد چنانکە عملیانی زا کە برای بدستآ وردنآن نقطہ ہکار 
میرود ازنظرتحلیلی بیان‌کنیم دو معادلەکە بپارامتر ‏ بستگی دارند خواہیم داشت 

دچرے پتھ ٭-(ل ,)۶ر (١)‏ 

ریشہ ھای این دو معادلہ مختصات نقاط مربوط بە پارامتر ۂ را ہما میدھند . 
میتزان ھءحنین مکان را نقاط برخورد دودسته منحنی کە به پارامتر ‏ بستگی دارند 
دانست . این دو دستە منحنی را (6) و ))٤٥٢(‏ گرفتہ و برای بدست اون معادلہ 
مکان ۂ را بین اہن دو معادلهہ حذف میکنیم ۱ 

برای اثبات ایے_ موضوع معادله ەعے(و,رھج) 8 )٢١(‏ را تہج حذف 
پہارامتر 10 فِجہ 1 ٹیم : 

-١‏ ھر قطله کان در ھمازاہ (۷) وق سکد زیر اماک وعفسات فی 
2 در معادلات )١(‏ گذارم اہن معادلات ہک ریشہ مشترك ز لااقل خواھند داشت 
این ریشه ۸ پارا متر مربوط بە خمہای ))٥(‏ ورج) ےہ از آن نقطه ا 
خواہد بود . 

٦‏ - ھر نفطہ کہ مختصات آ در )٢(‏ صدىق کند ہك نقطہ از مکان میباشد 
روا چٹانکھ مك آئز | در )١(‏ گذاریم این معادلات یك ریشہ مشتراك ‏ خواھند 


داشت و‌ ہاین رہش بات منحنی (60))و بات منحنی ( ))( کہ از ان نقطه و 


-۵٢ب‎ 

مر ہو ط میباشند . پس این نقطه ماق مان خواھد بود . 

۹ے جوا بھای خصوصی - ہا پکاربردن این ‌طریقہ بعضی اوقات ریشہ ھائی 
کە حوابہای خصوصی نامیدہ میشوند پیدا خواھند شد . 

فرض کنیم کہ بازاء ہز سے ز خطوط )٥(‏ )و ))٢(‏ برھم منطبق شدہ ویالااقل 
ہك جز ء مشترك (8) داشته ہاشند مختصات هر قطه (8) در (٦‏ صدق 1 دہ 
زیرا بازاء یك مقدار ںۃ ‏ ۂ در معادلات )١(‏ صدق میکنند . پس در این حال لازم 
میآبد گلا وی سج 8 لااقل :بدوعامل ہطاوو نا کر یگی انا را مساوی صفر قرار 
دھیم نمایش (3) را بدھ تجزیہ شود . چنانکە مکان را ازمجموع نقاط مشترك دو 
منحنی (6) و () فرض کنیم نمیتوان گفت کہ (8) جزو مکان نمیباشد ولی در 
ہر حال جزئی الاابت کە ہجواب خصوصی نامیدہ میشود . 

۰۔_ جوا بھای اضافی ے ھمحنین ممکن نت کہ در (ئ,ع) 8ا عوامل 
اضافی پیدا شوند بطاو ریکہ ہر نقطه مختصاتش 03 عامل را صفر کند ولی بازاء 
ھمان مختصات معادلات )0( رہشه مشترحکی برحسب ‏ نداشته باشند . منحنی 
مربوطہ جزو مکان نبودہ و چنین ریشۂُ جواب اضافی یا خارجی نامیدہ میشود . این 
عوامل ھمیثہ از محاسہات حذف پارامتر پیدا شدہ و برای شناختن جوابہای صحیح 
از جوا بہای مخصوص و اضافی بطریق ہر باہد عمل نمود : ْ 

چنانکە (ئ, 1)۶[ بحند عامل تجز یہ شد هربك ازعو 5+ | جد|گانہ مساری 
صوّر گر فته و (ھ ) را منحنی نماہش دھندہ یکیئ از آا فرض میگيیم . مختصات 
و ویکی ازنقاط 31 این منحنی را در )١(‏ گذاردہ وریشه مشترك : آن دومعادله 
را پیدا میکنیم . چنانکە اینرہشہ مشترك موجود نہاشدآن عامل اضافی است چنانکہ 
7 وجود داشته ولی با تغیبر سو سو نقطه 1[ تغیبر ننماید ان عامل خصوصی و بالاخرہ 
چنانکہ رہشہ مشترك معادلات )١(‏ با تغییر ا روی (ھ) تغییر فا ان عامل و 


سم 


منحئی نمایش دےفندہ ان +۸( جزرء مکان خواعند ہو 


۔ن٣-‎ 

۱- طاریفهہ چند پار امتری ۔ دربعطٰی ‌موارد پیداکر دن بت پارامتر 2 آسان 
نہودہ و میتوان بہجای 1ك چند پارامتر مثلا ہہ بکار بردہ و معادلات )١(‏ را ہر حسب 
آ نبا پیان ندود.البَتة برای آ نکه يك پازامٹر مستئل وجوت ذافن بعد از دک 
نمام آ ہا توسط ٦‏ ۔- مم رابطه بہم مربوط باشند . برای +0" ردن معادله مکان 
ہاید ہار امترھا را بین این ١‏ -- ہہ معادله و دو معاله )١(‏ حذف نمائیم . 

۳ے مقا !مه ۵و طر إقہ.۔ چنازکە دہدیم دو طریقہ نوشتن معادلات مکان 
ہصورت پارامتری و طریقه غبر مستقیم برای نوشتن معادلہ مکان تا بدست 1و ردن 
معادلات ۱( ہر دو بکی ہودہ چنانحہ زرا حذف کنیم معادلہ مکان وچنانحه و 
را ہرحسب ۂ بیان‌کنیم معادلات پارامتری را خواھیم داشت . چنانکہ حذف ہارامتر 
غیر عملی بنظر ہرسد باہد ھمیشه ٭ و ہو را برحسب ہارامتر نوشت . 

آبصرہ - اگر منحنیہای (6) و ))٥٥(‏ ٹیشکی بە بیشترازیت پارامتر مستقل 
داشته باشند مکان وجود ند|شته زیرا دراین حال ازھر نقطہ صفحہ دومنحنی میتوان 
مرور داد ولی ہطور اسنا ممکن ا(ست کہ مکان وحجود داشته باشد و این ٭موضوع 
را ہدین ترتیب میتوان توجیە نمود که عمیشه ممکن است دو دسته بینہایت منحنی 
فرض نمود کە ہر منحنی اہتی تا بائند و این منحنی مکان مطلوب باشد . 

۴۔ مکان ھندسی در فضا ۔ درفضا عامل مولد مکان ھندسی ممکن|است 
خواہ نقطه خواہ منحنی باشد در حالت اول مکان ممکن است منحنی یا سطح و در 
حالت دوم ھمیشہ یك سطح خواھد بود . انتخاب محور ھای مختصات قبل ازھرچیز 
لازم بؤدہ و طار زرعمل نظر مکانہای ھندسی در صففحه میباشد . 

مثلاچنانکہ منحنی فضائی وی به پارامتری داشته ہاشد برای يقوستآو ردن 
مکان مطلوب کە دراین حال سطح است پارامتررا ہین دومعادله منحنیحذف میکنیم 


: جنانکہ معادلہه ممُحنٰی بصورت بار امتر ی : 


(/۴۳,ص7 )رر ہے (۸1,+)وسحئو 7.7 ) ۶ سأ 


ے۵ 
دادہ شدہ باشد بایٔد و را ہین اہن معادلات حذف نمودہ وہا آ نەکه میتوان این 


معادلات را معادلات پارامتری سطح (8) فرض نمود_ 


خط در صف<4 


۶ ۔ معادلہ خط مستقیم ۔ در صفحه دو محور قائم ٥‏ رر فرض کردہ 
بردارعای ےر 27 انتخاب میکنیم. نقطه ]1[ را بمختصات ٭ہ و و گرفتہ 
قطذیه زیر را ثابت میکلیم . 

قَضَيه سے ھر خط مستقیم (ص) را میتوان بصورت 2 معادله درحه اول از 
بر و و نمایش دادہ و بر عکس ہر معادله درجه اول اذ ٭ وو نمایش بك خط مستقیم 
را میدھد. 

طریقہ حاصل ضربِ ۵اخلی - فرض میکنیم خط (13) از نظر ھندسی تعبین 
گشته معادله آن را 
می نویسیم و بعد بر 
عکین ابن قضٰيه بعنی 


بات معادله درحەاول 





فرض کٌُکردہ ثابت 
میکنیم کہ نمایش با ش ٦٢٦‏ 
خط مستقیم زا میدھد. 
ق ارت وھ رز گآ فا سفات ری پا سک نود و 
عمود بە بردار 7 که تصاوہر آن (عپعری) است گرفنہ شرط لازم و کافی برای 
آنکە نقطه (و, ۶ )لا روی ( 0) باشد أ نست ےہ بردار 078 در رابطه برداری 


جج 


مھ را ک رفت سن لُ١(‏ 90 *؟"'۳ئئ 


-6۵٥- 
اثبات ان بستگی بس ار تفسیر ھندسی حاصل ضرب داخلی واضح بودہ زیرا‎ 


۱ ج ہگ 
مارفین معادله مساوی ۲ 0. مم میباشند. 


وک ات 
خنانکة ابن رابطه را بصورت کارتزین پنوسیم من +- بر سے ]3 کت 


٠‏ ۱ شک ثقیتے 
بودہ و پس از فرار دادن : سے کس ون ۔+ے ہی کے ۸ 0), مد معادله بصورت 
ہپ شدروں ہے )٢(‏ کە معادله از درحه اول است در خواھد آمد . 

قسمت دوم ۔ بر عکس معادلهہ د ره ارول ہس ا ۔۔ سو ا جوم را کہ 
٠ ۰ 7‏ بے 
23 ناویا ںہ صفر نباشند فرض گردہ (وس,ٰء )زا تصاؤیر بردار 7 میگیریم 
حا ل کو ٹیم مکان نقاط 1( کہ مختصات آتا در ۱ نر ابطه صدق میکنند ھمان 
7 بس نے 
مکان تقاط 28 است کہ در سس برداری : ٭ سے ۔إ- ۸[ 0. 7 دق کن 
پا : ج۔ 
این مکان خط (10)عمود به بردار ہم در نقطه 5ا بطوریکە : 
ج. جم ۱ 
رر ١ے‏ ہمر .۰ ]ڑ )٢۱‏ باشد خواہد ہود , 
تبصر مہ _ فاصلہ نقطہ از خط ۔ چنانکه < و ۷ را مختصات نفطەغیرمتذشخص 
درصفحه بگیریم و و را تصویر 0 روی ( 10) فرض کیم طرف اول معادلہ )٢(‏ 
جسے . جے جہ جےہ مہ ٰج ۱ 
مساوی : 9 ور سے [] 0)., بر -- 0 0ں ور کاپ لہ ار اہ 


2 و ار ۱ نجا : ۲ کیک ہے ۹9 21 خواهد بت زبرا ۸- تصویر 





وک ری جو عساف سارف انل سای تل فا كت رھ 
سوی اندازہ گی ی آن سوی مثبت وت و پا از جہت خط ہسمت نقطہ است . 

طاریقہ حاصلى ضرب ایت سا کات کےا از نقطه (ہو,,.<.)ھ 
میگذرد موازی بردار زی )>ٴ فرض کردہ شرط لازم وکافی برای آ نکه نقطہ 
(یورء)]روی (00) باشد آ نستکه ہردار 071 3ر تی برداری : 


۵۸ء -لا٦٥‏ ۸“ () 


کا سا 


صدق گند چنا نکہ اہن بھی را بصورت کار:زین ہنویسیم بستگی ً 


٤ 


و سے ورےھ ج پر روز 
سے 7 ہے : 
( بصورت ہت ۔ا۔ووں لے است پس از قرار دادن : 
موم سے کر سے سد سیت پر می یی مع کت 


و پر مگ معادلہ 


درجه اول : 

ہ٭ ہے بر پر رپ .روم 
“ۓے 

رافرضص دردہ بردار 

نات 

را با تصاویر : ×5 

0 ھ۳+٭0" 


1 یم مکان نقاط 1( شض ۲۷ 





که مختصات باوےو ا نہا دراین مغادله صدن‌میکنند ھمان مکان 5( است کە درمعادلە 
ج ج-۔ ج- ج ۱ 9 
و 5 میتوالن گفت کہ معادله را بصورت بر رداری نوشتّه ایم ۰ حال در رویہ> 0إ ہے 


۔ مہ 0ڈ ۰ 
عمود متعقیم ب۵ ج ذرضص شدہ استت نقطه ِ17 را ہٹر لتیبی کہ 7 


ں0" ا 


آ‌ 0و با و ےت 





یت 
کم ہت 


سے جے 
باشد انتخاب دردہ خدطا ) 1 ) را موازی رسم میکنیم وابن ھمان خاط مطلوب آشیت 
ھمجن میتوانستیم سد یىی حاصل از تذاسب تصاویر و ‌ ۸ را ہو اسم ۳ 
پگ ج7 ےھ ِ گ و اہن همان معادله )٤(‏ میباشد . چنائکە ىر را مخالف صفر 
فرض کردہ و ضریب زاریه ختاط نشی ٔ جس مجر را حساب کنیم هی بیلیمکە ادن مقدار 


مساری کے نے خواهد شض معادل خط وو این حال بصورت ٠‏ 2 -۔ بن زم کل از 
ں 





رت 
از ق إر دادرزز اوت کو رق کے جک وا لے 
سس ر فرار داقفلا ےك ہو ے بر لوسمة میشود. 
7 


: ۔_۔ معادلہ نرفال طط مستقیم َ برای انکہ دو معادله‎ ٥ 


٭ >ے ص ۔لاوں ےجو 
ہے ہش ثبص ح(۔ و اس .لج -7 


نمایش بلک خط مستقیم را بدھند لازم وکا امت کاشرات آنہا باھم متنالسب 


١. 7 ۰‏ 
٭ْ ۰ ".مات ہے ن۔۔ا۔الت سوا :مم لٗ 
ناشیں ع 7 باشد . 


یىی : 


ە 
103 


اثبات : چنانکه دو معادله نمایش يك خط مستقیم را بدھند طبق طریقه اول 


دو بردار : 2 
ج ج ج جہ . جہ ج 
دو سا سس - اور و رت سے یں سس ور 
72 . پا جے جت 
موازی بودہ و از ۱ نحا دی 7 سح یی و رر ےرپ و ہا َ ور ٹر سے 'ورم 


خواھد شد . از طرفی چنانکە ھ نقطۂ از ( 1 ) باشد. 


چو ہے جج 


کچ پت ' 
سز( 0۸ ہز سے 02 ور سے سآ 8۸, پر ۔ سس ں۔ 
بودہ و ازا نجا نتیحہ میشود کہ .- و 2 و 5- حاصل ضرب ەودوبپ در ہت ضریب 2 
میباشند : 
وارون این قضيه واضح میباشد زہرا چنانگە تمام ضراہب با معادلہ خطی را 
در ضر بکنیم ریدہ ھای آن معادله تغیبر نکردہ و در نتہجہ خطیکہ نمایش ا نرا 
میدھد لغییر نخؤ اھدکر 3 
چنا نک ضر ب‌ تذاسب و ۱ طاو ری انتخاب کنہم کہ : 
۲ 21 از جس 
پل سی و گا: ١ک‏ ہو 
پا سوب وت عم ۱ 
باشد معادله (١)‏ بصورت 4 01 > 077( ےہ در ااویقن تاب کہ ملاحظە کنیم ک: 
چتے : 
تصاویر 2" کوسینوسہای ھادی میباشند صورت کارتزین معادله فوق ٠‏ 
ہ سد _۔ ۔|۔ پر چرزق ہے ےر موم ۳ 


/ جہ‎ 
)١:۲ 7 


خواھدشد این معادله.معادلہ نرمالخط نامیدەشدہ ودراین‌حال( () کے ا میہاتقد 


پا 
فاصلہ بک نقطه اززخط درابن حال ۔ ہب سے .و یر دیں . ئٌ( ہے |ست: 
ھرخط دومعاد ل۸ نرمال کہ ہزوایای ٥۷‏ و۲ سل۔ ي6 مربوطند دارا میباشد کت 
٦۔‏ معادلہ قطبی حط مس:قیم *٭ چجنانکه 7 ٥را‏ محور قطبی و 7۲۷ 1 را 
.ٰ ف : 
مخنصات قطبی بردار ج7 و۔( لار0أ ( را مختصان قطہی نقطہ 1( بگریم هھربث ازمعادلات 
برداری (١)‏ و(۳) را مبیتوان بصورت قطہی نوشته وازا نحا معادله قطبی خاط مستقیم 
2 خواہیم ذداثشت : ملا معادله برداری (١)‏ بصوربت : 
جے جہ 
۸ سے (ڑی --0)) وم وم 


و با: حور سے رس" --(ا) یمم .میم 


گعوو اسیھتاز 
شاہتی و مساری آژ0 
بعنی فاصلہ مبداء از 
خطااست نوشتەھیشود, 


میتوان ھمجنان لین 





معادلہ را از تبدہل ش ٢۸‏ 


معادلەکارنزین خط با استفادہ از دستور ھای تبدیل مختصات بدست ۱ ورد. 


۱ 
چنا نکه بن معاد لەر ۱ بسط دھیم ہصورت: غ٭ہ ج۔۔7 وج ٤]‏ نیز 


نوشتہ ھیشود ٌ 
۷- خعاوط موازی 9صره ے شرط لازم و کافی ہرای آنکە دو معادل۸ : 


کت ہے 
...بج 
نمایش دوخط موازی را بدھند ا نستکہ ضرایب ور و 2 متناسب باشند . 
اثبات - برای ا نکہ دو خط موازی باشند لازم و کافی استکە ضریب زاوبہ 
ہای آنہا یا مساوی و پا ھردو بینہایت باشند . زیرا ضریب زاویہ ھرخط یك امتداد 


سم 


7 ۰ سس س 
را فقط برای ں سہین مینند وبرعکس‌ھرامتداد فقفط ىك ضر یب زاویەخواهھد داشت 


وہ 


وابس . حال چنانکە دیدیم دو ضربب زاوبە این دو خط بترٹثیبی: گت س و گے 


۲ 
ںٍِ 


' 7 
گ- 


ہودہ پ!س شرط فوق بصورت ٤‏ ہے کے یم و ہا 3 لے سے بای ا وہا :۰ 
۱ ۱ ںِ 2 22 , 


جس ای و کاو (۸ و 1) نوشته میشود 
میتوان این شرط را بصورت : (وت+- جئ) اک ال وم نیز نوشت ۔ 
تبصرہ ۹ - معادلہ ہ 7+ وں۔ا۔ بی کەدر آن پارامتر متغیریستمعادلہ 
عمومی تمام خطوط موازی خط ٭-ے ب سو ں سا و میہاشد زیرا نصایہش خطوط 
موازی آن خطرا دادہ وازطرفی ۶ را میتوان طوری تعیین‌کردکہ ازھر نقطہ ی٥‏ د ہو 
سلحة تر بکٹر د . و بخصوص خط موازی خط فوق کە از مبداء مختصات بگفرد 
بمعادل0 : ٭ کپ ںول ںا ۱ ۱ ' 
خواہد بود . یعنی 
چنہن نتیجەمیشود کہ: 
برای بہدست 


۹ 


وردن خادط موازی 





خطمفروض کە ازمبداء ش ۲۹ 
مختصات بگذرد ہابستی در معادلہ ان خط مقدار ثابت را صفر نمود . 

تبصرم ٣۔‏ از ا نج گفتەشد نتیجه میشو دکہ برای 00۳ ردن پارامترھای:ٰ 
ہادی خط ہ سے ںب ا وں ا کافی اس ت کہ مختصات بکنقطہ 6 خط سے وں لہ می 
موازی أ نرا بگیریم. مثلا مختصات نقطه ں -- سے وب سے و یا نقطه بمختصات 
ھکیو وت گھواز سے لن کرد اہ افساف اس اسرت' 
پارامتر ھای هادی خطگرفت . 

ہمجئین از ا نجا نتیجه میشودکھ شرطأ نکہ خط (م) دس پ + و ںی 


موازی امتدادی پارامترھای ہادی (۶رہ) باشد ا نستکہ :سم ہے باشد ۔ 


ان 
۷۸-۔ خطاوط مخصوص ۔ معادلەمحور ٭ ھاہ سد و میہاشد زیرا ضر ہبزاویہ 
آن صفر بودہ و معادلہ ھرخط موازی محورج ہاء سم و میباشد . 


٠ + ۰ 5 3‏ 9ر گنگ کے سن 
محور و ھادارایمعادلة سح بودەضر ہب‌زاو یہاش پینہایت(گ۔ چک سے روم) 


و معادله ھر خعط موازی آن ےم کل میہاشد ۱ 

نیمساز اول ہا سا زاویە ہین ڈ5سمتہای مثبت محور ھا بمعادله : وس وو 
ضریب زاویہإش ١‏ میہاشد معادلەھرخط مازی ات بصورت:ےء سس - و خواہد بود 
نیمساز دوم دارای معاد شگ سس ریت کو یر ساوت 


موازی آنے سے ر ۔+ ہو خواہد بود . 

۵۹_- رسم خطی5ە معادله آن ۵اد شدہ ہاشد ۔ برای رسپھرخط داشتن 
دو نقطه آن کافی ہودہ و برای سہولت دونقطہ از نراک واقع رری محورھا ہاشند 
مختصاۃشان را حساب میکنیم نقطه واقع روی از صفر کردن ہر در معادله و حل 
آن نسہت بە ج بدست میآید. و ھمجنین ننطہ روی و٥‏ از صفر کردن ٭ در معادله 
بدست میآید . مثلا اگر معادله بصورت :ہر ۔- سر یبر سح ہو باشد ہ عرض نقطہ واقع 
روی :09ا بودہ اڑا عرض از مبیداء نامند . 

اکا متا نات گنز د کافی استکە نقطه از ا | پیدا:نمائیم 
بعنی يك مقدار به ٭ دادہ مقدار ىو مربوطه را پیداکنیم . 

٭+- واحی مثبت و منفی (ك خط ۔ خط (0ا) رافرض کردہاین‌خط صفحہ 
را بدو ناحیه عثبت و منفی تقسیم مسام مت 0ک عمات کہ لا قاط ان 
نواحی معادله را مثبت ہا منفی کند نٹ ناحیه مثبت پا منفی خواہد بود. 

ہمجنین بابد ملاحظہ کردکہ چنانکہ از نقطه ,لا خط (]ا)؛ بردار 2ے تہ را 
ہا تصاویر (ہدے) مروز دھیم أبن بردار در ن4احيه مشت واقع خواہد شد زرا کہ 
مختصات 31 بترتیب ےہ لے ےرم و ںا ہو بودہ و چنانکه این مقادیر را بچلی مو و 


در معادلہ خط یم ا 2 سل آیم سے (؟پ ۔۔ 7 1 ۔ل (بث سال وپ سلہ ,5) 


8200ھ 
خواہد شد پس چنالکہ بیئیم نتیجه مثبہت میباشد . 

۱۔ معادلہ پارامتری خط مستقیم ۔ میتوال مستقیماً معادلہ پارامتری 
خط را نوشٹ . فرض کے کہ خط (0) از نقطه ( ہوم ) ,1( گذشتہ و دارای 
اگسششرتبق ھادی (پ رس باشد . چنانکە (رى,ئ)ل(را نکی از نقاط غبر مشخص 
خط وم سے ]1 ,اھ را پارامتر بگبریم از تصویر 1ل روی محور ھا سی ھای : 

وھ ک ہر - پ رج ک ہج 
بدست و ودر نت ح۵ : تا ات 7 م ص ہے سا پر 
خواہند شد . چنانکہ مرو کوسینوسہای ھادی نباشند دسٹور ھا عمان بودہ و فقط 


سے .- ات . 
در اہنحال : 0 سے ں کەدر ا نبردار جی ہتصاویر )ہی ۲ استخواھد بود, دسثور 


ھای فوق را میتوان بصورت زیرنیز نوشت : 
)) وھ بن ۔ا ےو سس رو ۷ 68۔ےس کب 
در ادن دستور ھا 7 زاویه قطبی خط فذرض شٗدہ |سن ۔ 
چنانکە خط (۳) توسط دو نقطه لی ۳) ۷ و ) ٢‏ )) گ تعیان شّدہ 
بےاشد میتوان نسبت تصاویر دو بردار ۵ و :ل390 را مساری بارامتر درفت 
در اہنصورت معادلات ہارامتری خذط چئین خو(ھند سد : 


ہے ا شک ا بین 


200 ڑ2 
د قة آظ - 0جو ےد 
ار نحا : 1 7 -ل ۱ ل ۶ لہ ۱ سو یت ۰ 


در اپنحعسال ۃ مربوط بنقاط :31و :ل8 و بہنہایت و نقطه وسط :31( +31 بترتیب 
٥و١‏ -۔ ر ١‏ ۔لہ خوآھند بود, 

۸۲۳۳ _۔ خط ببنھاإت ‏ خاوط موھوعصی ے معادلہ خط مستقیم در مختصات 
ھمگن بصورت : سے ۷ڑ ںں ۔ 1 ںوسلہ سے بودہ چنانکے معادله ٭-× ۔ڑٴ را در نظر 


بگبریم اس معادلہ ہہمان صورت بودہ وگوئیم نمایش بلیخط را ممدھد , معاد لہ [خخر 


0)0.2 ۱ 

ا نظر ھندسە معنائی نداشتھ ولی از نظر تحلیلی ہنا بتعریف 7 یم نمایں بک خط 
را میدھد . اہن خط مکان نقاط بہنہابت صفحہ بودہ و از اینجہت 01 | خط بینہایت 

صفحہ ناممٰد . ۱ ۱ 
ھ حنبن میتوان این خط ر| حد خطی دانست کە نقاط ہرخورد آن ہامحورھا ۱ 
و در نتیحه تمام خط بە بینہایت رود . ولی ہا وجود تمام ابن حالات ما اہن خط را 
نظہر خطاوط معمولی صفحہ فرضکردہ ومثلا گوئیم کہ ثقاط بینہابت یك منحنی غیر 
مشخص نقاط برخورد آن با خط بینہایت میہاشند - باید ھمچنین یاد آور شد که 

کر 


امتداد ادن خط غیر مش٣ثخص‏ مبساشد زہرا کہ ضر یب زاریه ان 07 
بصورثت است : 
خط موھومی خطی است کە لااقل پکی ارز ضرایبٌ معادله ۱ ن مڑھومی باشد. 
معادلہ ۱ ثرا میتوان بصورت ہے ۹ +ل+ط نوشت م۲ ,۹8 نواہعم خطی حقیفقی بودہو 
برای ان نتایج زیر را میتوان یاد | ور شد : 
برخورد ختطاوط مھ سے ٣‏ بے ری خو(ھدہود. این نقطه رسک امت کرت سنہایت باشد, 
َحّيه ٢‏ دو خط موھوی مزدوج درب نقطه حقیفغی بر خؤرد میکنند : 
9صمه ٢‏ خطبکہ دو نقطەموھومی مز دوچرا ہہموصل ثماید حقیفی خواہدبود. 


۴۳-۔ معادله خطیکە از بت نقطہ میگذر ۵ے میخو اھیم معادله کا خطو طمکہ 
از قطه (, ہو ےت )لا 9 ہنوسیم معادلەخط را بصورت: ہ> ص ح۳ پوت جرب 
گرفتہ شرط آنکه اہن خط از نقطه مفروض کور ا نستکہ ٭-٭پب ٢‏ ور“ +ےہحجت 
باشد خنانکہ اہن دومعادلەرا ازم کم نمائیم معادلہ خطیکه از نقطه مفرو بل سکٹن 2 


خواھیم داشت ہے( ور - و ں 25 (ہتھ ا( ءء معادله مطلوبست ۰ 


کے 

در این معادله ہ وء غیر مشخص میباشند . چنانکە ضریب زاوبہ را دخالت 
دھیم معادله بصؤرت : لیج -ج) ور ہو و نوشته خواهد شد. 

ار آع کە گفتہ شد نتیجه میشود کە معادلہ خطیکہ از نقطه ,ا عمود بہ 
امتدادی ہا 1 سینوسہای ھادی برو و باشد جذین است : 

(موو-ب)؟۔+(یر-ہثرام 
چنانکە زاوبه قطبی امتداد (و,مر) را دخالت دھیم معادله : 
ہ- مم جزاہ ۔ - بز اعم یور رس -ج ) را خواھیم ڈاشت 

و نیز معادله پارامتری خطبکہ از نقطه ,5( ود کردہ وعمود بخط 

حا ں سا روں ۔ل۔ ہو با مد : ب سو ۔ل مس و خواہد ہو 


۱ ۵× ۔۔ رق سک و 
۴ ۔ معادلہ عموسی خھاوطیکە از محل برخورد دو خط ایگذارند ۔ 


اٹستہ خط - چنانکە نقطه ,لا از برخورد دوخط ہ سے ط9 و ہے )() اك اف اد 
محاسبہمختصات آن لزومی نداشتہ ومیتوان مستقیماً معادله خطوط مفروض‌را نوشت 
این معادله ٠‏ 

. “کے ()ا۸ ۔ ط کہ رات پارامتر متغیری است میباشد‎ * )٥( 

اولاخط ٭- 0 + ۶ از قطه ,8( میگذرد زیرا کە مختصات این نقطه ۶ و () 
ر صفرمیکنند, ثانیاً این معادلہ نمایش ہر خط 31,۳ راکەاز نقطہ ,1( 1 د خواہد 
داد . زیرا اگر نقطە دیگر ,۲ه را روی آن انتخاب کنیم برای أ نکە این خط از این 
نقطه 09 ہایستی کہ ۱ص( ك1 باشد ایا سا وا حست ا 0+07 
نتیجەمعادلہ خطکاملامشخص خواہدشد وچون اہنخط دو نقطه مشترل با یل( دارد 
پس منطبق برأٴن خواعد شد . 

البات فوق در حالیکە () باشد یعنی موقعی که 11,۵ منطبق ہر ٛ؛ باشد 


ال قوق تبرت مترات سو انی عالوضت گرفتہ 


کات 

برای اہین بردن نقص فوق میتوان معادلہ. سے ۹ نر ۔لہ ط را بصورت ہمکن 
٭ سے () لہ رز (ہ) نوشت : در این حال خط () ازفراردادن ہ سے ۃ ہدست میآہں ۰ 
معادله خط مطلوب درھردو صورت چنانکە .لا پیر در ہنہایت ہاشد قابل قہول اآست 
و خجط حاصل موازی دو ختط رو دراینحال خواھد بود . 

معادلات (ہ) با (٦‏ را معادلات نمایش دذهندہ 27 ذسمةہ خورط نامند :- اقطه ,گال 
را نشقطه مبنای دسته نامند . 

قَصَره 1 چنانکہ معادله خطی دارای پارامتری ار درحهہ اول باشد ان خط از 
نقطه اہتی خواعد گذیت : 

اثبات ے چنانکە معادلہ زا ئسبت بە پارامٹر ۃ عرٹتب کنیم معادلہ حاصل 
بصورت (ہ)( بودہ و در تّ٥‏ خط ار نقط۸ ثاہتی کہ ازصفر کردن ضریب مد مقداری 
کە بآن سی ندارد ہدست آمدہ است خو اهد گذشت . 

۵م ے ۵بۃ4 او طابکہ از هبداء مخاصات مینگذر ند - قَضّیه - عر معاد لہ 
جبری ھمکن از × و و از درحه م نمایش ور ط مستقیم را کہ از مبداء مختصات 
سیت خواھد داد . 

معادلہ ۰( رت ظا )گررا فرض کردہچنانکہ ۱ ثرا ہر 3 تقسیم کنیم نتیجہ 


وت )گ7 


میشود ۶ 
ہا . پر ہس فص 1 

چنانکە قرار دھیم کے بصورت بے ر(رسظا )کردرا مدہ ابن معادلہ 
جبری واز د رح 7 خدواھد بود بس دارای تر رت4 ,22ز جو ای کم ور میباشد 8 ہرای 
٦‏ 7 : سے 
انکە مختصات 27 نقط۸ در معادلہه إخبر صدق کند لازم و کافی اعت کہ در یہی 
ار معادلات : 

7.7 سے رر ھپ ض سے پہ؛ ٤۴‏ - رق 

نیز صدق کند : حال این معادلات نمایش 7 خط را کہ از مبداء مختصات میگذرند 


داد و از ا نجاقضیه ثابت میشود 


سے 

آبصر ٥‏ قطیه بالا مو تُعی صادق اِست کە خطاوط موھوی مربوط پرہشہ ۰ 
7 ھومی معادله نیز حساب شوند و ھمحنین رہشہ ھای مکر ر ازھرتهھ پر ور ھت 
در نظر بگر ند . 

گاھی اتفان میافتدکہ درجہ معادله ٭ سے ( ١,‏ )کر باندازۂ و واحدکمتر میشود 
واین برای آ نست کہ (ورھ )کردارای گے درفاکٹرمیباشد. پس معادلہ :٭- (ور,ء۶) مر 
ا ٭ سے ى ہرقرار ہودہ و درنتیجہ دستهہ خط مربوطہ شامل محور رن کہ بایستی و 
دفعه حساب شود خواھد بود . ۰ 

معادله  :‏ ٭ -ے (نسر١‏ )کر معادله ضررب ژاززمی خطوط دسته ہودہ وبرای 
بدست أوَوَنَت آ ہایستی در معادلہ 00+ ١ر‏ و ویر پو ‏ مود 

٦‏ ۔ ۵سته دو خطی کہ از مبداء مختصات میگذرہ - چنین دستےہ دارای 
معادله بصورت : ہے ٤و‏ ۔ل وم ٣۲ح‏ ك-0-ھ بودہ ۔ معادله ضررب 
زاوه ھا: : ہے ھ۸ ۔(۔ پور 8ڑ ۴ ۔لہ ٢ور‏ ر) شراعدامنن غرط آ نک 
دوخطیکەہ :وسط این معادله نمایش دادہ میشو ند حقیقی باشند ا نستکہ کے ۸۲-8 
اقت راف ا نک این دو خط بہم عمود ہاشند بابستی کہ حاصل ضرب ضریب زاویہ 
ھایٰ آپا مساوی ١‏ - باشد حال این حاصل ضرب مساوی : ُ و در نتیج4ه شرط 
مزبور : ١۔‏ س ہم وا .ےھ خواعدشد. 

۷ ۔ شرط آنکە سه خط متقاطع ہاشند ے سهہ خط بمعادلات : 


کو ۔لے ہیں ۔.- ںوی عۓ 7 
ہ کیں ہیں ۔۔- بر ہم کے 
کیں ۔۔ ومں ۔ل سج ہی کے پ7[ 


فرض کردہ شرط لازم و کافی برای اك این سہ خط متقاطع باقتہ اشتتاتان 


وحد ٹی لے آحایلی ٰ ۵ 


تا و وھ 
معادلات دارای بلک رشتهہ جواب باشند ۰ این شرط را چنانکه درحبرزر ثابت نت : 


“1 “0١ 60) 


2 


|| 
۱ 


بت 0ء ×0 ۷٢‏ 


جو ہت جم 
شف رد فرظ 0 ظز ریو گر فر رات جات فرح انکر ات 
مبیدھدکە سە معادله ,9,۶۰7 مستقل نبودہ بس باید بتوان سه عدد ۸ ۲۸ء۸ 
مخالف صفر پیدا نمود بطریقيذه : 
ےم اص رہ رق 
باشد . دستور فوق را بطریق دک نیز فیتوان ثابت نمود : چڑؤن بنا بفرض خط م7 
از محل تلاقی دو خط ٣٦‏ و ط گے پس میتوان معادلہ آنرا ہصورت : 
ہے ۳۷م لہ ۱ چٹانکەہ قبلا دیدیم نوشت ولی این معادله و معادله سے مم 
ھردو نمایش بات خط را دادہ پس سم سر سے ] صم۔۔ؤ مز خواہد بود و این 
مان ہستگی ٭طلوہشت و بالمکی چٹائکە ہنتگی : 
ہک ۳ رز پک پزر۔حلز 
را باشرط آنکه ٭ ہز باشد داشتہ ہاشیم میتنوان از ك۵ +] را ہدست ارز واڑ 
تنا نتحہ میشود کہ اہن خط از محل برخورد دو خط او مط خواھد گذشٹ . 
۱ نوشتن شرط فوق اغلب اوقات آسائتر از نوشتن دتر منیان ضراہب است زہرا از نظر 
آرل کن امک تر کین الام را در نی عالاٹ یکا شرع 
۸ - معادله خطیبله از دو ثقطەه میگذرثٹ -ھ و 6 رادو قطه بمختصات 
او وو ہب و ہو ول را نقطہ از خط بمختصات * و ہو فرض میکنیم چون بنوبسیم 
که دو بردار سپ وک 1ا و وس بر ہہوہج) ۸ نمایش 
امتداد را میدھند معادلہ خطیکہ از دو اقطاشگئرة خواھیم داشت : 


ات ای ات وا مس میا 


و ->-پی٤‏ 7۲-2 





۷٦ 
ج‫ حم‎ 0 
ےہ سطاح اٹ مفلث مثلث لا گ 0 را کہ ہلت راس ان مبداء 0 اسست‎ ۸۹ 
فرض کردہ سطاح ان مب ہا منفی ا٘سرثق ہر ٹسب ۱ نک سوی ,00 رب ,۱2 سوی‎ 
مثبت ہا منفغی دو ران درصفٰحہ باشد. چنائکہ د٥ یدہم مساحت ابن مللث مساو ی مؤلمفہ‎ 
۰ جج چے‎ ٰ. 
: بودہ یعٔئی‎ ٥ 7 0 سوع حاصل ضصرب برداری پآ‎ 


8 ۱١۱ 


۱ ۱ 
کس( پوپ سے پیج ) ے۔ سح 8 
نو یت 


۲ 
: مبباشد ۱ حال اک مللث پلا ۲ ۷ را درنظر بگیریم مساحت جبری! . مثبت بامنفی 
|(ِست برحسب ا نکہ اگ متحر کین دایرہ محیطی ۱ نرا درحہت (,](7 1 275) سیماید 
ادن دوران در حہت مثبت 5 منغی دوران در صفحہ باشد . برای میحاسبہ سطح ان 


مبداء مخۃصاتن را ب4 ,ا میہریم نج4 میشود : 


3 

مر ارت جتثے۔-- آةںچج ط۔ سے 8 
وت و رق --- پ00 
۱ 2.23.0337 

ٌ ۱ 

ویا: ۱ ۱ظ 31 وہ 
۱ 8۲۷ 





خلیانکة مل ور اہ را تغییر دھیم جہت مثبت روی دایرہ محیطی مثلث 
تغیبر کردہ و در نتیجه علامت 8 تغیبر خواہد کر د . ولی از طرفی نیز میدائیم کہ 
چنانکہ محل دوخط بك دتر منیان را عوض کیم علامت آن نیز تغییر و اھدکر ×۰ 
۶۰ گوشہ بن دو خط - گیقہ دو 7 (اط ,) ممعادلات : 
ہے رب لے بیو مہو ےم (0) و !و ۔]۔ تو ا ۔۔ جو ام )( 10ا( 
مساروی گوشہ امتداد ھای (اد ی)و(ۃعرء)عمود ات دو خط است واز آستا 
چنانکہ سَاقا گفتیم ٠‏ 


و بخصوص شرط عمود ہودن دو خط : سے وپ لے ٹم میباشد . 


۱ -١۸- 
بخشس شّشم‎ 
ف4 و خط ذر فضا‎ 
2٭<4‎ ۹ 


۱ مھان لہ 2-<4 ے سه محورمختصات قائم 07 ر 0 ر :0 وس برداریکە 


جے جہے ج 


7 و وت بتر تیب روی انہا فرض کردە٭×ووو٭زا مقہضسات نقطه گ2( ھ شم: 


قطیه زیر را برای بت صفحّہ در فضا نظبر قضیه خط در صفحہه ثابہت میکنیم 
قَضِیہ _ ھرصفحه )رو توسط بك معادلهہ خطی از ٭ و و ء بصورت : 
و .لہ بب" لے و ۱-۳ عو 

نماہش دادہ شدہ و برعکس ھر معادلہ خطی از و وو ء که بابنصو رت باشد نمایش 

. يك صفحہ را خواھد داد . ۱ 
الثبات ۔ فر ض کنی مک صفحه (۶)از اص سام شر رتر نت 

وعمود بہ بردار لہ کە تصاوبر آن با و وت اند ہاشد . 
شرط لازم وکافی برای أ نکہ نقطہ 5 روی (۶ )واقع ہاشد ا نستکہ بردار 0(5 


بج 
در ستکی برداری : 0 .22و --011 ایج ل١(‏ 


شرطرا بصورت کار زین عو یم ٠‏ معادلە٭حاصل: ہے و لہ چ ں سل۔ و رو سا کو یں (٦)‏ 


من تق اکا ابن 


ج. جہ 


۰ ۰ یی :7 
خواھد شد زہرا ۹۵ : جو یں سلپو ںو لہج سے م091 ٠ت‏ بودہ و ہرحسب فرأر داد 
جج جے ۱ 

رت ۔لے وب ثطٔ ہے کے 0۵ے را مساوی ء ۔۔ گرفتەایم ۔ 


و برعکس معادله درجه اول : سوا تا یو ہر کھ وو او یی از 

:7 یا ۹ 7 ٰ جے 

مقادیر ەو دوب مخالف صەر ورضصض شدہ است در نار مبگیریم ۰ ہردار درا ہتصاویر 
سج جہ 


(اث (عرے) گرفتہ معادله فوق را ہبصورت ہرداری : ہے ٠۔ح‏ ما0 ے2 میویسیم . 


حالکوئیم مکان نقاط 2717 کہ مخّصات 1 ع رو ج( و درمعادله مفقروضصض صدق 


جار 
میکلند ھمانِ مکان زقاط یخو اآمد ہو دک ٹور زمعادلھ ہر دار ى‌ فو یصدق مہ چنا نکه ۱ 


ہررروی برداری بردار کو ا 
مختصات گذراندہ ایم نقطہ درا 
جہ ہج 
بطوربکہ ہی سے سح ہر, 0 باشد 
انتخا ب کنیم و ازا -ن نقطصفحہ( ۲ 1 
جے 2 
را عمودبه ہ مرور دھیم این صٰدہ 


مکان مطلوب خواهد بود, زبراکہ 





ہر نقطه ان در رابط٭ برداری 


جے اج لج جم تم۔ 
باہو لات م مفقس تید 


۳٣ ش‎ 


اثبات یہ ذو قْ نظیر اثباتثضیہ خط درصفحہ ہعار بنحاصل ضر ب‌داخلی میہاشد. 

۴۳۔ فاصله بكنقطہ از صفحہ _ چنانکه ×۱ ۶ء 7 را مختصات نقطه ٣ن‏ از 
فضا 021" و و را تصوبر ) روی صفحه (ط) ری کیم رسکی زیر را میتوائیم 

۱ جے جم سہ ہے 

ہُو یسیم : 0۹ دے 011 رس و کی و بے ۳ ب۔۔ے کم 

راتا بَا عنانک ملاحظه کنیم گھ وو وی راظ توف وھ کا فاصلہ 
نقطہ ۹ ار ص۰۸:ح۵ ) طارا خواہیم داشت : 

سم بس .مہ کا لہ تی 
سے تےدمسجج سے “ا و 
7 ۹ 5 جب 

سوی مثہت اندازہ کی ی این فاصله ھمان سوی ممبت ہ یعنی از طرف صفٔفحہ 
بطارف نقطہ خواهھد بود. 

۳ ۔ معادلہ ٹرمال اث ےف<4 - برای انکەه دو معادله 


”تپ لہ بر ںں سل سو ں لے ہو 
گر رڈ 


نمایش بات صیی۵ہ زا بدھند لازم ڑ کافی اآشٹت کہ ضرایب ا نہا ہا ھم متذاسب باشند 2 


گ۲ 
سے گت سے سے کہ بائشد. 


گا " گ5 ت‌ ن‫ 





ہر 
2 





۷۰ 
الات ابن قضْنه شبیية بائبات قَصٰيه نظیر ان در مورد خط در صفحه اسٹت و ما 


از تکرار ان خود داری میکنیم ۱ 
معادله نرمال بت صمح معادله اہست کہ 23 ان 7 ١-ے‏ کے 
ات مک ا رٹ 
دراین‌حال ٢ء١‏ و و بہت کوسینوسہای ہمادی عمودی بر صٰح۸ بودہ ولی درانحا 
نممتوان ۱ نہ را ہر حسب ہل زاو یه ببان نمون بلکہ مثْلا چنا نکہ زوایای فطبی بکاز 
اریم اہن مقادیر را میتوان بت رتیب م تت٥‏ )0 ؛:ٹی ر ماج:طە 6ش ر ااٴ:ثب گرفت: ۱ 
بس از ۱ نجه کہ گقتیم نتہجهہ میشود کہ در حالت کلی قائم صحهہ ("] ا دارای 
بارإمتر ھاىی ھادی تواروٹپ مساشد گرمہرسشپای ھادی مر بوطه را میتران مقادیر 
ں‌ رح 


24 


ای سا ٢ں‏ سلہ ٢س‏ ۷ ار سلہ ٢ں‏ سلہ تی ۷ 8 اں عل ٢ں‏ سل کی ۷ 
گرفت × بدین آر تیب خط قائم هر بوطه ھمسوی بردار ) صّ پص- ء ا راستا دار شدہ و 
از ا نجا صفحه (7) نیز راستا دار خوامد شد . ۱ 

“۹ ہے “او ش4 دو صفدہ ت 1ص در صۂْحہ راستادار (م( و ) ۲( مُنات کرشۃ 
بان قائمہای هر بوطشان بؤدم و در یج۵٥‏ : 
و و سل۔ تپ سے یں 
ث ِِ ۔ے ۷ ونم" 


ہے کھت 

ساقد : شرط عمود ہودن دو صفحد ےک یں ۔+ وع لہ میں خواھد ہو 
آبصر ٥‏ - معادلہ سے گی ۔۔ وب ۔ل+ وں ۔ل بر کہ تزاق عاو توب مقادیر 
ثابت و ک5 پارامتری میباشد نمایش کای٭صفحات موازی صفحد ‏ ساوں لہ رون لوم 
را خواھد داد زہراکه تمم آ ہا عمود به امتداد ثابت ات رد ) میباشند . صفحه 
اخبر از مبداء مختصات نیز گذشتہ زبزاکہ مختصات حدم وس وو سحء ورآن 


صدق میکنند از ۱ جا نتجحة میشود کہ : 


چنانکە در ماد لہ صمْحةُ مقدار ثابت زا حذف کنیم مع۸ادلۂۃً حاصل نمایش 








یت 
صفحۂ کہ موازی غمان صفحه و ار مبداء مختصات نوز مَکذزد خزاھد داد . 
ازٴ ۱ نجا شرط موازی ہودن دو صْح٥ہ‏ نیز نتیجه میشود و ان : 


رت 2 گج 


کی 3 
2 
آپںں )27۰ :2 مبہاشد 


شرط آ نک صفْحة (7) موازی امتدادی با پارامترھای ھادی (: ,ھ2,ہ) باشد 
یں ٭* “ ًب ۔ا۔ جن سلہ سے اقواز کی سی وانتت 
میدعد کہ صفج۵ د سح یں ۔۔ہوں ۔ہرے از نقطه (:ھ,ے) گذشتہ و در نتہحه 
محتو ی امتداد (.,٤,ء‏ ) کہ از مہداء مختصات گذتتہ امہت ھیباشد . 

۵- واحی مثہت ومنفی بِكص٭ہ4- بہەان تر وپ کا درمورد خط درصفحه 
یادآورشدیم ناحیەمثہت ھرصفحه ناحیهایست کەعلامت ...۔ل+ہ یں ۔لوں ساوں 
ہازاء ھر نقطه آن ملبت و ناحيه دیگر ناحیه منفی خواہد بود, 

معادلۂ صفحۂ کہ ازسه نقطه ھ ر8 ر٥)و‏ اقع رری محورھای مخنصات گذشتہ 
اقنموطاوریگاد پروی کاو و وچ 96 رقف 
6 سے نکی 7 کے ٦‏ کک خواہد 7 

٦‏ ۔ صفحات مہ ٭صوص ۔ چنانکە در معادله فوق ء را بینہایت کنیم معادله 
حاصل دارای ء نبودہ ونمایش صفحۂ موازی محور ء0 را خواہدداد بعنی ھرمعادله 
درجه اول از و سو نمایش بك صفحہ موازی ء0 را در فضا خواھد داد . و ہممین 
تر تیب ات برای صفحات موازی محور ھای 37] : 

صفحات مختصات و صفحات نیمساز آنہا دارای معادلات : 
ہئروس ؛ ه٥‏ سپ ؛ ه٥‏ سج ؛ ھ سے برا ؛ ہے-د را ٢‏ ہے ورام میباشند ۔ 

۷ ۔ صفحہ بیٹھا بت - صفحات موھومی ۔ معادله ھر صفحه در مختصات 
ھمکن بصورت : ٭ ۳ و .لپ رگ ںو ۔ل لان لہ رم بودہ معادله ٢ے‏ ئیر 
بہمان صورت عیباشد , پس از انی ہا وحو نک از یحاظ ھندسی مفہوی.ندارد 
و 


٠‏ ابن معادلہ نمایش صفحهُ را میدھد و بہمان دلاہل کہ در مورد خط در صففحه 


ان 

یاد 21 ر شدیم 7 یم ای صمح بینہایت وہامکان نقاط بینہایت فضطا و ہا حجد صفحۂ 
کە نقاط ہرخورد آن بامحور ھا بە بینہایت ہروند خوآمد داد . 

بہمان آر تا یم نقاط بینہایت ھرمنحنی فضائی نقاط ہرخورد آن ہا صفحه 
بینہایت میہاشند . 

و ھمحنین ثقاط بینہابت ھرصفحة خطی خواھد بودکە از برخو و ا 
ہا صفحہ بہنہایت ہ -- ٦‏ ہدست میآ ید اہن خط را| خط ہینہایت صفحہ نامند . 

ھ رصفحه موھومی '_َقَادلۃ بصورت: سپا مو کہ کان طر0 تواىع 


خطی سیت 


یىی قامسہیٹیی خواشد اشت : 


اائعا نتیجه میشو دکە هر صفحة موھومی شامل یك خط حقیقی خواہد بود 
و‌ آن خط از برخورد:, 0-٠‏ ٭ سے تڑی ہدست میآید وھمحنین 
دو صفٰحه موھومی مزدوج دارای خط حقیقی مشتر لگ فوق ھیباشند ٰ 

۸- صفحاتیکە از یك نقطہ ثا بت میگذارند - مسادله عمومی صفحانیکہ 
از قط۸ ثابت ریدع رپ)28 کر 

ہے (ریو )و -+ موسر )وپ اےدالق وسر)ں 

میساشد . اثبات این یکن سادہ ون ہائثبہات دستور نظإیس آن در مورد خط در 
می استہ 

چنانکه (ھہرھ,ەہ) کو سینوسہای عادی امتدادی ہاشند صفیحة کہ از نقطه ۸١,‏ 
عمود بان مروردادہ شدہباشد بمعادلہ: (٢‏ و-ع) ۔ (,و-۴و) .ا (,.ج-۲) سے 
خواھد بہود . 

چنانکە نقطه ام ازبرخورد سه صفحہ بمعادلات: ەحپز( ۔حصمحھ .ے٣‏ 
رک اد باشند معادلہ عطلو ب درارنحال :- ٭ -ے [۲۶ص+--" ور ۔۔ از )۲( 


کہ درا 


٦۰ 
ن ۲7ب غبر مشخصا|ند خواهد ہود . اثبات ِ ن شبيه باثبات فِصره مربوطہ‎ 


صنفخات (۳) را سک صفیحہه نامیدہ ونقطه ,5( را مبنای شک کز بند ۔ 


اعت 


۹ _ شرط آنکە چھار صفحہ متقاطح ۔باشند.۔ قرط نک چہار صفحہ 


بمعاھلات : ھ. ید ×× جو وم ۶+ ہیں لہ ای سے ط 
پر ۳ے وہب ۔+۔ پرہں ۔ل+۔ سج ہس سے بط 
ہی ۔ل+۔ جو یں ۔ل پوہں ۳+ ٣‏ ہیں سے 7ڑ 


۱ سد ںہ چا ٣‏ پووں ۔۔ سی سے ط 

ذارای :اق مکر۴ا باقت اکن مکلاریف ہو یو ری لا جاقلد 

این نقط۸ مشٹرل محتکوات درفاصله نزدبلت وہا درہینہایت ہاشد : ابن شرط 
را مکی امیت مو راد کو ہر نت ضر چھ ھا سز مز ارفت: 

٭+ - صفحالیکہ از خط ابتی میگگذرئد ۔ خط مفروض را فصل مشترك 
دو صفحد : ه سے ٣‏ ۰> ۱() کرفتہ ستا کا مانند حالت خط درصفحہ 

تن 

استدلا لکنیم ہہ میگیریم کۂمعادله کلی صفحات مز بور: ہے پا ۔ل۔ دآ (٤)‏ 

و 5 : ٭-ے ا |إ -+۔ط( (ہ) میہاشد : 

صفحات (٤ِ‏ و‌ (م) ر( دسته صفحہ و خط ثابہت راخط مبنای دسته ناآمند ۔ 

شرطاآنگە سە صفصه دارای حطظ مشتر ل2 ہاشند - شرط لازم رو کافی ہرای 
انکە سہ صفحه دارای بك خط مشتر اك بہاشند ا نستکہ بتنوان سھ عدد 7۱۶۸۲۲۸۷ 

سے 1 
بیدإ نمود بطوريبکّهہ ھر سہ 5 ہم سصەر نبودہ رو در ہو :۶ 
ہے ]مز ۔ا 0ڑ پر 2780 

صدق کنند . اثبات اہن قعليیه شبيه ہائبات قضيه شمارہ ۸۷ بش قبل میباشد . 

۷۹-۔ معاثد ل4 ص٠‏ 4 انکہ از ص4 قد میگذ ر۵ ہے سهة مه بمختصات ہمکن 
رخڑتر ا کے 3) 0ر ( کے ال تار ٠٭)‏ ار( تر +ھ)م×٭0 
فرض کردہ معادلہ سصفجہ را بصورت ھمگن ھ سد "او لہ رب سل 21 ۔ل۔ کرت 
لیز میگبریم : 

- ۰ صن مزرہور پر ساہ نقطله فوق سکترد بس مختصسات ۱ نہ در معادله 


صحہ صدق کردہ و ار ۱ نجا : 


٭ ےد ۲۳۷۹ء ۔لےہ لص سس اپ سح ری 


-۷۔- 


٭ سے پ۳[ و لہ پرلڑ سں س۔ل پتات ۔ل بر 
ہس ۳۳۳و سا سز سں لے م تپ ۔ حر 


میباشند چنانکە ں ٠‏ ٠ء‏ را بین این چہار معادلہ حذف کلنیم دترمنیان حاصل 
معادلہ صفحةکه ہرسه نقطہ یر د خواہد بود : 
۲ للا تتے ٘ػ 
(٥ھ‏ ٣٢ل <٣‏ 
۷۲ 2 ہلا ٣ذ‏ 
۴( مل ٣۳ا‏ کہ 
چنانکە مختصات کا رتزین معمولی قاط دردست ہاشند معادلہه بالا بصورت ۔ 
تر ابق وا وت 

. 3 ۰ 21 ٦ 

٢ 2× ٦‏ پ۷ 

٣ 2+ ۱‏ س۳ 
نوشته خواهد شد. چنانکە یکی از تقاط در بینہلیت واقع باشدکافی است کہ ا مربوط 
بان رادر معادلہ بالا صفر کٹیم و بہمین عار بقی نتیج4 میگبریم کە معادله صفحه کەہ 
ازقطه :لا گذشته وموازی امتداد ھای  (‏ ,ھ,٥)‏ و (2٦,ر'ھ,'ھ)‏ بائد. 
۱ ۱ وو 
ا 


خواھد بود. این داثر منیان را بصورتثت : 

ٰ وو سس 

۱ 2 7 2 
پ۳ ْ2 .- 


نیز میتوان نوشت . 
۹۳ نت سطاح مللث فضائٹی اث چنفانکهہ : سطاح محصور در منحنی مسطح 


(6)) واقع در فا و ھ تصویر این سطح روی صفحةُ باشد بای : 
مر مم ۸ر ےد ےھ 


ےہ۷ 

کہ نان 2 کوشة بین ۶0+" د'ھ است برقرارمیباشد, زاوہه صٍ را نیز کن 
است زاویە بین دو قائم مستقیم برصفحات گرفت . چنانکە :۰۶ء را کوسینوسہای 
هادی خط قائم صفحہ راستادار (5) ر م8 و 8ر وڈرا تصاو یر سطح 5 رریصفحات 
مختصات بگیر ہم 1 ھائ : 

ہ 5ے بیوق .8ے ر58 کس رہ5 
برقرار بودہ وچنانکە آ را بقوہ دو رساندہ وباھم جمع کیم . دستورکلی : 

"ق سے (٢م‏ ۔ل۔ اض لہ ىیص) ٢ق‏ سس ۲ وق ۔ل 8۷۱ ۔لہ ٢‏ رق 
را خواھیم داشت . در مورد بِك مثلث فضائی .+۸۱۸ ۰ طبق شمسارہ ۸۹ چنین 


خواھیم داشت : 


8۳۲٤٦‏ 2 ت ل72 
پطىس پا اطمذزة ِ ١‏ پ2 ہب ے۔ سر8 
اجب مث ) ١جق‏ ئز 

و ہے ۱ 

ہی اپ ا سس برق 

۱ ٢ے‏ ۴م 








۳" س حم چھار و ٣ی‏ ۔ حجم ھرچہار وجہی ہا ھرخ مَللك إلقاعدہ ہت 

سوغ حجم نشور مثلث القاعدہ |بست کہ بہمان قاعدہ و ار تفاع باشد حجم هر منڈور 

منلٹ القاعدہ نصوف حجم متوازی اسطوحی اآشتث کہ از بالہای ان ساخته شود اذ 

نجا حجم ہرچہار وجہی یك ششم حجم بك چنین منوازی السطوحی خواعد شد . 
: سے جہا چہ جس جو : ا 

حم متوازی السطوحی ذ۸ رری س۵ بردار 00 ساخحتيه شود چجشاز 4 دیدیم 

ج جہ ج ۱ کے 

مساری حاصل ضطرب مختاط ) 27 ) دع پودھہ و اندازۂ جبری ان مثبت ہا 

منفی‌است پر اسب ا نکہ س۵ ہی حاصل ازاین سه4 بردار مسقیم بافعکوس باشد. 
: ۱ جج کے ۱ 

(شہ 0۱( زہرا حاضل ضرب ۰ء۸ ک ازحیت قدرمطلن مساری سطح حاصل|زاین دو 

بر دار ہودہ واز آنجا حاصل ضرب مختلط عساری حاصل ضرب مساحت ایی 


۱ ج جے . جس ۱ 
متوازی الاضلاع در تصوبر ءروی ۰ 2۸ وباروی عمود بصفحه این دو بردار 


۔۷_۴ژ٣‎ 


خوآهد شد :۰ اپس۔مساوی حجم ختوازی السطوح از حیث قدر مطلق شدہ و علامٹ 
٦‏ ۔ جج چے: ہہ ۱ ۱ 
آن +۔ ہا -- است برحسب ا نکه. ھهووء72۸ در یکطرف یا در دو طرف 
جہ ہہ ۹ سم جج جم 
صفحده عر۔ واقم باشند 'وباانکدوسەوجپی (+مھ,ہ)د 
جہ کچ جحد گج -- -- : 
) .- 7 پ8 ۸ه ا ھمسو باباسوھای مخالف باشند ۰ وچوںن سە وجہپی دوم:ھمسوی 
1 جچ۔۔ کس لہس : 
سہ وجہی مقابسه است پس نتیجه میشود کە سه وجھیل ,نہ ) نز اید 
ھمسوی سمہ وجہی مقھایسه باشد تا ۱ نکہ حجم مت شود ۰ 


۱ ہہ ج ۱ 
چنانکە دید یم اگرڈ: 1 تصاویر ےه و'لا: ۷۳ 2 تصاویر مت و "لا پیر/ 


جج 
تصاویرء باشند : 1 
وک ا جات 
ا چا 
ی77 ٢‏ ہے اک7( ۶۸ے 
اوھ جھہ متا 


بودہ واز آنجا حجم چہار وجبی ( :۸:۸۸ :۸) برحسب مختصات این ثقاط : 


ت۱ٹ :' ۱ 
ظ - و پور و پوس اس | 


٢ ل٢‎ 2٦ ٦ 
ہی بت‎  ھًچ‎ ٢ 





۱ ۱ 
وو 


77 ۱ 
پٹ تو پور -- ہو پوت 
آ پھ ےم پوس رو رس ہو 
1 


١ 
۱ 
ا‎ 
١ 
۱ 
ا‎ 
۱ 





١‏ پھ پج نج 
خواھد شد . درایتحال برای ۱ نکہ حجم ھبت ہاش دکافی است کہ ۸۵ در ناحيه مثبت 


سفحہ ں۸ ۱۰ھ () کہ درسوی ( ۸ +۸۰ ۸۰ )راستادار شدہ ا(ست واقع باشد . 
۴٢‏ خط در فضا: 


"۴ے معا۵ل4 یگ خط در فضا ۔ ھرخط (50) فضائی را میتوانمکان برخورد 
دو صفحہ () و (ٴ۶) دانست واز انا معادله آن مجموع دو معاله : ۱ 
ہے ۶۔ح سلپ پان سس ا کے ظز ایوس ساس و لہ وی ے۶ )٦(‏ 
میباشد . ولی ہایہد یاد 5 ر شدکه انتخاب اہن دو معادله اختیاری است زیرا بینہایت 


صفحہ :عمنکن است,فرض کرہ کہ خط مفروضی را در برداشتہ بائند ہو سلکعصوصی 


۷۷۶۔ 
چنانکہ معادلات ہالا را ععادلات دو صفحھ تصوبرکاندۂ خط ری صفعات مختصات 
بگیرہم دستگاھی مثلا بصورت : 
۳۔ح چوس تو رہ مار سس جج )۷( 

کە دران و دم چہار مقدار ثابتند خواہیم خاشتث ہی این دو معافلہ :معادلاان 
صفحات زیر ھت خط روی <0 ء و 0٥ء‏ ہودہ ودراینحال لازمست کەہ خط موازی 
صۂج۵ہ ٢0۶‏ نہاشد : از دستور ھای بالا بج4 ھیشود کە ھرخط در فِسْا توسط چہار 
پارامتر کاملا مشخحص خواہد شد ے 
, جنائکر ان موازی صۂ<۵ہ اٹ باشد برای تیین‌ن سڈ سجّوجیۂ تصضوبر کنندہ 
۱ پر ۱ ر وونصفحات مختصات ھینو سیم : 
7ت سس و لبون سلہ ہو ےی کر یڑ 

معادلات خط ( 0ا )موازی (13) کە از مبدا: مختصات بگذرد ازحذف عقدار 
ثاہت در معسادلات (ہ( ہدست میآبد ژیرا ارز بر خورد دو صفحه م(زںط)ر(),٢)‏ کے 
بمؤزازات ( ٢‏ ) زؤ ('۶) از مبداء مختصات مرورز دادەایم حاصل میشود : 

ہے رو !یں سلد پور اں جوا ٭ لد بج ۔+ پر ساس رو 
این معادلات را میتوان بھصورت : 


2 ل ۴ 


سس گت سے ہے سے سس سک بات کل سم 
ا 3 7 ل 
یر ن سے آبوا٤۴ئت‏ ںو ں سی ںی وں -- انی 


نیز نوشت واز ا نجا نتیجة میشودک میتوان مقادیر (ا ٠ے‏ - ام ) و (سیس ۹و ) 
و (بں۔ ٣م‏ ) را پارامترھای هادی خط (,10) ویا(5) گرفت ۔ 

۵ ء۔ معادلات پارامتری خط درفضا ۔ حالت اول ۔ خط توسط یك نقطہ 
وامتدادش تعیین گشته است , ۱ 

فرضکنیمکە خط (۵) از نقطہ (ھ, ہو,,,ع) ,کظ گذشتە و دارای پارامترھای 
هادی (مر مر ے) باشد, مات یک الفقاطظ آ را (2ئ,ىم,<) 6 فرضکردہ چنانکە 
نسبت تصاویر دو برداز ڑا و (7۶,۰,) را بنویسیم معادلات خط در فضارا 


02-.- اص سے چو 
تس ہے ِ ہچ )۸( 


سد سسپیسدے 
3 ۶ ے‫ 





خواھیم داشت ۰ 





7ىس۷۸۔ 


چدسانکە بت فوق را مساوی 0٥‏ فراردھیم معادلات ہارامتری خاط را بمدسب 
خواھیم اورد : 
ہي+ وو ۶م یوحی معمو+روسم 


در این معادلات اگر ے٤۶‏ ٠ء‏ کوسینوسپای ہادی باشند م سے 30.31 بودہ 
رگ معاق ای مامت ا خواھدداد. 

حالت ثدوم ۔ خط توسط دو نقطہه تعبین گشته است ؛: دو نقطه بمخٹصات 
٢ )‏ ؛ ھ) 5 وژ( ×٢‏ ئق؛: )۸( فرض کردہ معادلات خطبکە ہر این دو 
نقطه نوہ از فرار دادق سے پر کے بس پر ےم ا ہروس ہرس 


کے 1 ۱ ر-چ کس ہو 0و سس 
در معادلات لوق ہدست ۱ مدہ یعنٰی : نگ ےی ا سیت ار شے کو با ےت 


2 0- ھ2 خر ا تے-- ۳ی 
۱ ۱ 08 -_ یپ 
را خواھم داشت. الک رب سد سکس اور ار وی دستگاء : 
او ۳ . 1( ۲ 
.ارم ہ2 سس ۸ ات سے ا0 نے ر 


ز٠ ٠۰‏ . ػرزل)۔ ط7 لہ 
را خواھیم داشت. 
٦‏ ۔ فاصلہ رك نقطہ از إك خط ۔ فرضکنیم کە خط از نقطه )2۔۱ .7) ,1( 
00 و دارای پارامترھای ھادی ١(‏ ,ے2 رے) باشد . 
میخواہیم فاصله نقطه 2ی ):31 را ازاین‌خط پیدا نعائیم . ہدین منظور 
اھ مفرٛ-طي انت 


نفطه :5م بْخط مزہور ہدضشت ا مدہ است 

در نظرمیگیریم : درمثلث قائم ۷ “ 1(: 
لا ہے ۱ ]3 ,؟۸م -ح (1:١‏ 

اد خال:: 


وی وک : اک ا 0071ت- 
قی. گیسویظ 3( 7 س0 ا جع 8 7 
٭") چجے2) سنا ) و سے می ہل 


وازطرفی لا ظط فاصله نقطھ ےل تاصفحۂ - ش ۳٣‏ 





۷9ند 
عمو د به خط ((5؛ کە از نقطم :18 کت است ھیباشد ابن فاصله : 
راو اہو اھ انیو ارہ تہ 
یٹ دو عون 
بودہ و در نتہحه بس از قرار دادن ابن مقادیر در سا فوق و استفاده ار رابطه 
اکرائڑ محذور َِاصله مطلوب ۱ 


٢ +۱ (4)0.‏ ا( ریاہ۔(ہ.- ۰۷۷| +11( وت)ء-(۷۰-۶۱) کے ہچ 
ام لہ ٢ئ‏ لم آپ ۱ 


خواهد شد . 


بش هفتم 


ٌ ٹدایرہ 


۷- معادله دایرہ ۔ دایرہ )6( را بس کا (ن(" )6او بشعاع :8 فرض 
کردہ ناف نک نقطه (, ۶ )]2 وافع مات باشد لازم وکافیست کہ .2 نے 90و 
وسر ا خاساہ ہے کچڑ۔ ۴( --ئ) لہ ۱زبص) (() 
کاساول دا را ئزکساا تام انت سسایوہ ' ۱ 

چنانکە معادله )١(‏ را بسط دھیم شتت 

ر! سے رل+وق سح جس ہرس کمورآن کر جےان ٣+.‏ سر 
قرار دادہ شدہ است خواھیم داشت . ۱ 

وبرعکس کوئیم ھرمعادله کہ ہصورت )٦(‏ باشد نماہش بات داپرہ درصفحہ را 
خزاھد داد زیرا چنانکہ +٣.‏ ٢بر‏ س ۷إ بگیریم مصادله دادہ شدہ 
بصورت )١(‏ درخواھد وق واین معادله نمایش ہك دایرہ ہبمرکز (8, ) وبشعاع 11 


رامیدھد . 


سم ک 
شرط! نکہ این دایرہ حفیقی بہاشد ۱ نستکه رےے ضرم ۲ن لہ آمم باشد . 








سال وت وو ۷ باشد شعاع دایرہ 00 ہودہ معادله (۲) 
بازاء ھیچ نقطہ حقیقی سدق نکردہ دایرہ در اینحال موھومی عیباشد . 

وچنانجہ کسر ۔ ٢م‏ ل١م‏ باشد شعاع دایرہ صفر ہودہ معادله دایرہ 
در اہنحان : ٭-ے ۲(ق سےو) لہ ۲ ڑم --و) 

وا (ےپہر) ےھر خوامداشد. کن این معادله نمایش دو 
خط موہومی مزدوج راکە ازبك نقطه حقیقی سکثرنك میدھد . این دایرہ را دایرہ 
شعاع صفر نیز نامند . 

۸ ۔ چنانکەدیدیم معادلەھر دایرۂ ازدرحەدوم بودہ شرطآ نکەمعادلہ کاعمل 
درحہ دوم ےس ۴ڑلڑے ور یہبنےّ و0 ۲۔٢‏ ۲وںنئبدبررم +ق۰ی۸ (۳) 
نمایش بلگادایرہ را بدھد آ نستکە مہ 8 ر 0 سےچھ بائندزیرا دراینحال 
معادله (۳) بصورت : ےر ع+ویں + را ++ر(اوہدیںھ۸ ہیا 
در ا وابن معادله پس ازتقسیم ہر ۸ھ بصورت )٢(‏ نوشتہ شدہ وئمایش يك دایرہ 
را خواہد دار . ۱ 

وہر کین چنانکە معادله )٤(‏ دادہ شدہ ہاشد میتوان 21 | بترتیب بصورت : 


ہ ٣ث‏ .1 گا 7 ہے ۲ نے 
تی رو ار مو وو مر دو و ا 











سے ۲ 0 7 ۲ 0 

و اھ ری می ارھے) 

دک ہشن 
۲ھ 


2 ک 


کے نمایش یك دایرہ بر کر ط ہے جو ال سے وشعاع کیو 


ث۸ 
رامیدھد نوشت . 
۹۔- معادلهہ پارامٹری دایرہ ے چتانگ-مرقیت قط74ر(اروی:دایرہ 


پر ٣7سب‏ زاویه ‌‌٣‏ بردار ا( تعیینکنیم معادلات پارامتری دایرہ بصورت : 
تر وووو پڑ لہ سم و ۷6ع پا .لے مم سے مج (ھ) 


۔الوشتہ میشو نف ۱ 


مماضن, بر فاپر*"۔ خط مماس یبر دایرہ در نقطلہ گ72 کہ ہا مختصات فو 


ىص۸۱- 
دادہ شدہ باشد ؛ عمود به 0(1 بودہ و پارامتر ھای ھادی ان ٍ 


٦ 8/6‏ --(حے۔ جن () ٥ت ٦‏ و م وہ پ7 سے (۳- مم )اہ 1( 


میہاشند . پس میتوان مقادیر (م ہے مب وزہ --) راکو سینوسہپای ھادی یم 


مماس مثبت گرفتہ و معادلہ مماس را ہدینصورت نوشت ۰ 





[٦ 4‏ - وم سوچ ۳ ۹ 1آ -.ں. - وچ 
۷۰ 80 م6 1 -_ے ۱ 
و یا: ٭ ےہ چڑ سہ ھم" وزفی (ق --و) ۔ل۔|" 0۰ع یر سیو) 


چنانکه معادلهہ دایرہ بصورت : و 5 ]-۔ 0 7 مو 1 ۸ل ۲ ) یم - چو ) 
دادہ شدہ باشك باسانی میتوان دیدکە معادلهہ مماس در ناد ) ا ات )5( 
وت تس در شس چیرں ول یر سج یں یک و رو 


خواهد شد. اہن دستوررا بطورت ڈنگرز نیز میتوان نوشت بدین منظور طرفین 1 
بارابط : . ٭س ٢‏ .روس ہو) +۔ روس رن) جمع کردہ و فرمول : 

ہے ظط (وسی)(قہی)۔(موع)(م-ءعھص) ‏ تا 
را جہت مماس بردایرہ ہدست خزؤاہیم آورد۔ 

.١١۹۔-‏ قوت نثقطه ست ہدایرہ - قضیه - دایرہ (6) ہمعادلہ : 
٭س بر وق ٢‏ رم )٢و‏ ۔ و )٢(‏ وقط۵)نیو, )ظط رادرصفحہ 
آن فرض کردہ قاطع 24 ابن دایرہ را در تقاط ؛08(, ا( قطع مینمابد حاصل ضرب : 
تر 1۲[ .۰][ط تک بقاطع نداشته ودارای مقداری ثاہت میباشد . 

البات - کوسینوسہای ھادی ز۶ 2۶راڑی,ہ) گرفتہ معصادله پارامتری این 

قاطع ہو پر سو و 6 ول ہموسےو مباشند مقادیر و مربوط بنقاط 
ہبرخورد خط ودایرہ ازحل مال <حصضقفاول ہ وه مم کیرات 
(,ى )عرطرف اول معادله )۲٢(‏ میباشد سك اود ریشەھای این معادله درجە دوم 
برحسب م مقادیر ]۲3 و '][ خواھند بود . 
برای بدست آوردن حاصل ضرب این ریشہ ھا ہایستی ضریب'م و مقداریکە 


وحدتی ۔ تحلیلی ٦‏ 





۸۳۰.7 

اع سی ندارد پیداکنیم ٠‏ پس ‌ازبسط معادله فوق بآسانی دیدہ میشودکە ضریب 
"عو یڈ بوددو ‏ (ہو رج )مرے یر خواھد شد. وچنانکە دیدہ میشود این مقدار 
سای بکو سینوسہای هادی (ھ,ء) نداشته و قوت نقطه ۶ نسبت بدایرہ نامیدہ 
میشود. از نجا دستور زیر را جہت فقوت نقطہ خواھیم داشت : 

دستوزے برای :ہدست آوردن قوت قطة سیت بدایرہ باید در عسادله داہرہ 
کہ تمام آن رسکی رمسشیو فری ز ےت آن ہك بساشد مخضات آن 
نقطه را بجای مختصات جاری معادله قرار داد . ۱ 


۹" ے ۵ور اضالی دو ۵ایرہ -ے دو دایرۂ 


ہو سے بر ۔لہ رق ٦‏ سم ٦‏ ۔ گر .لہ ٢و‏ سے ز) ۲۷ 
ہ-ے ر۔+۔ و۵۷٢‏ سے بن !وم ٢-۔‏ ری آپ ےن )۸ 


فرض کردہ مکان نقاطبکەہ دارای بات قوت لسبہت باینٴدودایرہ باشند دارای معادلۂ : 
مس بی 0 ۷ سج میں ۷ سے کر لہ کس سے پوس وی ۷سس رو ۷ سے روح کم 
ویا: ہ٥‏ ارس پوسل۔اپ (چ سن ) ٢‏ ۔ل۔س (ںم۔ ط8" ٢)‏ 


کە معادله اك خط است ہودہ و ہآسانی دہدہ میشود کہ اہن خط عمود بامتداد : 
رم”م۔ سص) و (م۔۔ ٢)3‏ ہنی عمود به خط مرکز ھای دو دایرہ میہاشد . 
این خط ازنقاط برخورد دودایرہ نیز گذشتہ زیر |اکەمختصات این نقاط ازحل دستگاہ 
فوق ہدست میآبند. این خط را محور اصلی دو دایرہ نامند . 

چنفانکە دایرۂ دیگر ٭سے ٥ت‏ را فرض کثیم محور ھای اصلی این سە داہرہ 


دو بدو دارای معادلات : 

ہج ر) -۔- ١ں‏ ہے آ0 سے ان ہے '0) -ں) 
بہودہ چنانکە طرف اول ابن معادلات را با ھم جمع کیم نٹیجۂہ صقر ھیشود واز ۱ نجا 
ھمانطو رکە در شمارہ (۸۷) گفتیم اہن سہ خط از بت نقطه گذشتہ و اہن قطہه را 
مرکو اصلٰی س4 دایرہ نامند . 


٣۳‏ - گوفہ دو دایرہ ۔ گؤشہ دو دایرہگوشہ بین مماسہای یکی از نقاط 


۸۳-۳ 


پر شوریفان مسافت اگ ر در عللكث 03001: سٹکی: 


٢ ۲ ۸‏ ۲ 
0 01 دم ۔ 0'5 ۲۰ز ن ۲-۔۔ یو ں ۔۔ عون ہے م0 
٠ 7‏ َ0" 0ھ ٦چ‏ سل ز 
را ہو سم و ۹ را فاصلہ ل0 بگیریم . ٦‏ وہ سے ٣‏ یم 


خو|ھد شد ۔ چنانیکة معادلات دو داہرہ را بصورت )۷( و(۸) داشته ہاشیم ٍ 
"(--ئن) ۔-'( سم مم) ہرس ٦م‏ لہ ٢ی‏ لہ و ۔۔ قح ٣م‏ ٢4۔‏ 8۲ ہر 
رس ہروس 'م مغ ۷ یم" ۷ سے 
خرس مر س انم ےر ٣‏ سلہ گ'م ھم[.٢‏ 


اشد ازا: ای دی اد مسامیسئی کا اک رامش سس وھ 08917 خو |إهھد شد .۔ 
ہ٥‏ ر (ر: ہج وی ۷ 0 و "٠‏ 


۳ ین دوایر ہو۵ ام - دودایرہ وقتی بہم عمودندکہ زاویه ہنشان قائم 
باشد وازا نحا لازم مآ ید کہ : ہ سے ٢‏ یہ و 5 : 07 لہ اہر ہے 0٢‏ باشد ٠‏ 
دراینحال شعاع 0٥۲‏ عمود بە ڑ۰ ) وھمجنین شعاع ]('0 عمود بہ ()) خواہندبود۔ 
قوت نقطه 0 نسبت بە )٣٥(‏ ) نز 7۲[خواھد شد . ۱ 

قَصّمه - اگر دودایرہ عمود ہم باشند قھار غبر مشخصض ھ رکدام ازا نہا دایرہ 
دیگر را دردونقطە کە بادوسرقطر تشکیل يك بخش توافقی را میدھند قطع مینماید. 

زبرا چنائکە () ٠‏ () 
؛برظم عمود باشند ۰ 
0اا ار ری ا جا ۳ بے یل لے 
۴٣۴‏ سط ۷ز ں ہے ]-۔ ,0(1 





نقاط '( و ٠"‏ میماشند و برغی 
اگر 7 ر ظز مزدوج توافقی ساط شی ٣‏ 
۱ کی ہے : ۱ 
1 5ابفتہ نی بالا برقرار بودہ ودو دایرہ ہرھم عمودئد , 

اگر دوایر (6) و )6١(‏ برحسب معادلات (۷) و (۸) دادہ شدہ باشند شرط 
عمود بودنشان : مر + رس ا٢ی‏ م٢‏ خواھد بود . 


ٍ‌98۹ٔ ہس قاط سك - خعاو ط از آرپ ۔ے معادله دابرەرا بصورت(٢)‏ فرض 








-۸۔ 
کردہ محل برخورد آن باخط بینہایت ازنوشتن معادلہ بصورت عمگن وبعداز ٭- 
کردن پا ہبدست مبابند معادله حاصل :ہج ٢ت‏ لہ ۲ کہ بدو معادلده : 
۱ ےا سح ۳ و ڑے سحا7 
تجزیه پذیراست نوشته میشود:, از آساحت میشو دکەمختصات ھمگن نقاط بینہایت 
داہرہ (٭ںءإ١)‏ و ڑ(ھے-,١)‏ شلھەو دیدہ میشود کہ این مختصات 


ئگ 
0 


این تقاط کہ موھومی مزدوج آنن بنقاط سیکلیكث 5 تقاط ہیٹنہایت دایرہ موسومند : 


ئ بضر اب مك 2 و79 ندار ںی پس نقاط بینہایت تمام دو ۱ پر ص٥‏ پکی مبباشند ۱ 
خبط ایز ٹرپ خطی اس ت کہ ہر کی از نقاط سیکلیٹ مرور نماید : ہدین تر تیب 

هر خط ایزٹرپ دازای ضطریب زاوبه 5 سل یا -ے خوا|ھد بود 

از ھر نقطه صفحه دو خط از :رپ سوہ ۱ اپن خطوط چنایحہ اہن نقطہ 


حقیقی ہاشد موھزمی مزدوج خواهند ہود 


“ات 


3 
بش ھشٹم 
2 


٥۵‏ ۔ معادلە کرہ - بنا بتعریف کرہ مکات نقلطی است کہ از بك نقطہ 
( ,رہ)٣‏ موسوم ہمرکز بباک فاصلہ باشند . بس سا هر کر ۰ (8) بشعاع 18 
در مختصاٰت قائم : 7 سے (٢‏ مرو ) ۔ل+- (٢‏ نو )۔ل۔ ٢(یر‏ ۔ ر) ِ0"( 
ہودہ چنانحہ اہن معادله را بط دھیم معادله حاصل بصورت: 

ہ٤‏ ۵0.--ظط<ج ۷ ٣‏ و2 ۷ سے لم ۳ سے ول الہ کسی (۲) 
گساوو آنے وس ظا شحق ‏ ا وموسردر, کریمرز 
الہ کا شررت (۷) باقد مك کر کدنم رکز ان (۵,7,م) و شعاغ ا 
( ر7 7۸ ۔ل ارم -ح 0۲[ 

است نماپش میدھد . این شعاع نیز ممکن است حقیقی ؛ موہوبی و یا صفر باشد 
در حالت آخر 5و بند معادله نمایش کر ہ شعاع صفر را میدھد. چئثن کرہ را ممکن 
ات یك نفطہ حقیقی وبايك مخروط موعوضی ہراس 6 فرض نمود, قاعدہ این مخروط 
داوس نعات ات 

: ۔ قضیہ ۔ شرط لازم و کافی برای آ نکە معادلہ کامل درجه دوم‎ ٦ 
۸-۸۷ ٣ح۵‎ 1 ۔.-٢‎ ۶ ۲ ص7[ "۷۳ل ۲۳۵--۵ ۲۔۔ "ظ۷ ظ‎ 
: نماہش ہک کرہ رقیلعه ا نک‎ 

ہے کوڑے پور ےھ یر کے ۸صھ ہاشند : 
ائبات این قضْیه شبيه بالبات 5یہ هر بوطہ در مورد دایہرہ درصفحہ است و از 


یک ان ان خود داری مهبشود. 


-۸- 

۷ معادلە پارامتری کرہ سم چنانکہ برای تعیین موقعیت نقطه 1( واقع 
روی کرہ (8) ہم رکز ٥‏ زوابایقطبی 0 و ص بردار 27 را بکارہریم معادله پارامتری 
کرہ را خواھیم داشٹت ٠‏ 
ا من ۱۳ ۔-۔ ہوکے وج جح ۷ ووژو ۳ ۔.- ق سک پوس جمہ 0 جزہ :(۔- سو حدبن (۴) 

۸ صفحہ مھاس ہر کرہ ۔ معادله کرہ را بصورت (۲) فرض کردہ نقطلہ 
(قعٌج,“)0)راروی آق میگبریم . مختصات نفطةُ غیں مشخص ایک از اہن نقطه 
گذشته باشد : سرے لہ و سے ڑ سوب .لے پو ٣او‏ دم لہ رس مل 
کە دز آن اەرھ,ء) کرس تر عادی آن میہساشند خواھند بود. مقادیر ۔ 
مربوط بنقاط ہرخورد این خط وکرہ ازقراردادن مقادیر فوق در معادلہ )٢(‏ ہدست 
لس و ابا .<َس:جودنڈزی 

[(سہئ)ے۔(زم-- 2ل ے(و سج)] ۲ے سے پم 
خواہھ بود . چنانکە ںہ را مساوی صفرفرض کردہ بعنی خط مزہور را مماس ہرکرہ 
گر خرظط آئلا خلی ازقان کنعت رممان رکز اعد عرامی وافت أین 
شرط: ہے(برو)۔۔(قئ)ء+(مج)ء بودہ واز 3ئ 
نتیجہ میشودکە امتداد (ء,ی,٥)‏ کە عماس ہرکرہ است عمود بامتداد (۔ مہ ج) 
کھ امتداد شعاع کر ہ است خواھد بود . پس از تا ٹیجه میشو دک هھرخط مماس 
ہرکرہ در نقطە () در صفحه کہ صفحہ مماس ہرکر در نقطه 0 نامیدہ میشود واقع 
ہودہ و معادله اہن صفحہ باسانی نیز نوشته میشود و آن چنانکە۸ 7را نقطه 
از ان صفحہ فرض کنیم ۳ 
ہے (ر--عو)(عو--7) ۔۔(غ )رو لی لا( ہج )(ر-×ػ() (ی) 
خواھد بہود چنانکہ ملاحظہ کنیمکہ : 
ہ- ۳ ٢٣ ٣‏ ون ٢‏ وی ۷ ابو لہ کس سلہ کی 

است معادلہ )٤(‏ بصورت : ۱ 
٭“ے ۳ ۳ (ر+-2 ) پر ز(س۔-٢))‏ مس (وسلہ) سج -+ہ لو × (ہ) 


یز نؤشتہ خواهد شال 


۸۷-۱۔ 

حالفرض ت2 مکەصفحہ(ہ) از نقطەثابت (8,ی, "'ھ)) 7 نیز گذشتہ ہاش یعنی: 
2(۸( ع) ۔۔ (ں۔۔ وم سے (و بل )ےم سا .لہ و ۔+ہ کس" 

ہاشد این معادله ہما نشان میدھدکہە نقطه ) را بنوبه خود میتوان درصفحہ ثابت : 
سے لہ ( اوہ 7) رس ( می۔+۔ )7| ( و )چا ے ہو ارچ اک 
فرض نمو خر او اتا نتیچه میشود کہ نقاط تماس خطوط خارج از نقعله ثابت 1 و 
مماس به (8) در صفحۂ کہ بصفحھ قطبی نقطه 1[ موسوم است واقم میباشند . مکان 
این خطوط مماس را نیز مخروط مماس بەکرہ نامند. البته اہن مخروط موقعی وجود 

داردکہ 7 خارج ازکرہ باشد . 

۹ - قوت اقطہه آسبت ہکرہ ۔ اگر نقطه ۹ :- خارج کرہ فرض کردہ 
و خطم کہ از ا آن گذشتہ باشد 0 رادر بی ٦١‏ و ٦ت‏ قطع نماہد حاصل ضرب 
بہمان تر .ا در 2 ہ پیش عمل کردیم این قطیه 02 شدہ و نیز نتیجه 


میشو دکه :۰ 


تو موق ٣‏ لس ام پ١‏ و .لے ارول انج سے ۳م ١.‏ پا سے مر 

میبامد او او ٴ2 مختصات نقطه ۹ فرض شدہ آئد . 

صفحہ اصلی دو کرہ بمعادلات ٭ سے 8 و ہس '؛8 مکان تفاطی است کە نسبہت 
ہد وکرہ بیكقوت ہاشند معادلہ این‌صفحہ ٭ سے 'ج ۔ 8 خواہدبود. مکان قاطبکە 
نسبت بس کرو ےس تچ ء سے 'ج ہے "8 دارای یك قوتند خطی است مشترك 
بان سه صفحه اصلی این س4 کر کہ دو دو کر فتة 2 باغند زیرا معادلات اہن سَه 
صح۵ : ہ-ط ق ۔ ا اق ہ - ''ق سے چ8 ہے عاے لے 
بؤدہ و ازجمع کر دن طرف اول اہن معادلات نتیجەمیشودکهە این سەصفحہ برخطی کہ 
تقاط آن ثسیت بسه کر ہ ھم قوت ھستند خو اھندگذشت ۔ 

وہہەین ترتیب دیدہ میشو دک شش ضفحہ اصلی چہار ہ٭کر ہ از نقطه ٹر کی 


کہ ہمرکز اصلی چہار کرہ موسوخ ات و : 


۸۸-7 


۰- معاۂله دایرہ درفضا - ھردایرہ ذدرفضا از ہرخوزد ہلگ کر وكصفحہ 
و ہا ٠‏ برخوؤرد دوکرہ بدست هیآید و از ات ھر دایرہ فضائی سط دو معادله کہ 
کی از آنہا ازدرجه دوم عیباشد نمایش دادہ میشود . 

زاویه دو کرہ زاو یہ بن ‌صفحات سا اخ در پکی از نقاط ہر ۳ ردشان مبہاشد . 
دوکرہ را ہر ھم عمود 1 یناد وقتمکه زاویه ہنشان قائمه بائد. شرط عمود 
بودن دوکرہ نظیر عمود بؤدن دو دایرہ در صفحه بصورت :_ 


ول جو سے مو یرسلشن مل "رم ٢)‏ 


فو شہّته ھیشو کے ٭ 


مچھ چھ ۔چھ وھ پیوس جو جھ ‏ 


بش ہم 


خط. مہماس ۔ صفح4 مہاس 


۷۱ ۔ مماس منلائی مدطاحه - درصفحۂُ کہ درا ں دو محور قائم 7۶۷ رر پ0 
انتخاب شدہ اِسْت مُ شی )و ا و ھمحنین ہلک رابطه مور نَحله ممغیر .]2 واقع رری 
ان و ہت ہارامتر 2 فرض کردہ چنفانکەہ در مورد مشتق ھندہسی بات بردار دیدیم 

۰ ۱ ٠ح‏ ت2 
بردار 0 تابعی از ہودهہ واز ۱ حا تصاویر ان( ٤,5‏ کە مختصات ان نقطهہ[ئد 
توابعی از گر خواھند بود منحنی لم 1 کہ بدین ترتیب ھ شخص شود چنانکە دیدیم 

تری تعیین ث کراذ 0(1 میباۂ 
بصورت ہارامتری سین شدم و ھودو راف بردار 1( مبباشد. 
بؤدت 
تابع برداری 0( چنانکہ پیش کفتیم دارای مشتق هندسی بودہ و تصاویر 
جی[ 


: لگ 7 
این مشتق بتر نیب تی و‌ ری میباشند : 


سے 
وی جہ سے جہ ((0)ے 
کر و بے 


۱ سہ 7 نگ رف 
امتداد این مشتق مماس ہر ))٥(‏ بودہ واز ا نجا مقادیر ہے و‌ یت و یا ئک دے) 


پارامترھای ھادی مماسں خواھند ہود 2 نسبت 
: ٌ لو و ہے 
۱ ان بار امتر ھای ھادی می : رم نیز صریب 
زاو 7 مماس میہاشد : 
اندازۂ ایر عشتق نز چٹانکە گفتیم 


سم 


مساوی بے بودہ و چون تصاویر ان ا و تہ 





مھا ار 600 ھن 
' کوک ++۔ آ سر ہے ے 0(۲ 7 :نے وی 


بات 
: 7 
مساشد ۰ اگر بجای متخیر 4 وس 7 را متغیر نت م مشتق ے_-" ) 0 4)0 مساو 


نک 


بی" 


ج ے 
برداریکە 7 ھماس شدہ وتصاو ار ا ں ا و 5 سان ھادی مماسی کہ 


در سوی ةوسہای صعودی انآ دہ 7 خواھند ہود . 
چنانکە 72 زاویہ ممامی کہ بدینن ترتیب راستادار: مل ذاسقت ہا محور 027 باشد 
گے ج ری 


رت 
ناو ہت کت ےت ۱ 
801 نوہ ۷ ٥ہ )١(  --‏ 


مبہاشند . اہن خط مماس ر ا نیم مماس مثبث ئبز پوت ہیں 
بس جفانکة دیدیم ناو مماس ہر ( 6) در نقطہ (ی,) لغ چنانکہ ٢‏ و 
سے 7 ی از ھاتا ن باشند : - 
ہک مب وس ت1) سے ری (ر سا)  )۷(‏ خواہد بود'. 
چنانکە معصادله منحنی بصور ت (۳) ( مرکو باشد میتوان .۰ را بجایہ 


ز۷ 


انتخاب نمود درایتحال ضر زاویه امن )ئ) مس رھ تمہ ومعاد لہ مماں ۲ 
زس 30) اوس ( وم ۴) نوشته میشود ۔ ۱ 

۴۳ : مماس برخم ھا منی کە معادله آن سبت پکی ان مختصائش 
حل نشدہ باشد - معادله منحنی را بصورت: ؛) ا سح(یطئ)/ر فرض کردہ 
چنا نکہ را بر سب او 7 بیان کنیم معادله بصورت )۳( خواھیم دامت ضر یب زاویه 
ہما ار 1 : محنی مشتقی 7- لا بودہ ولٰی ھمانطوربکە در حبر ثاہبت میشود 
جس 


بے ح1 ہے سچ ا بودە و ار آيی معادله مماس اہر مُحنی (٤‏ : 


2 ۱ 
کے وت کات ار ڑو سنہ اف 
کہ درآن ہر بھرو خ کر مشتقات جزئی حر نسبت بھ ا و سو آند خواھد شد . 
۴۳ - نقاط مخصوص پا مکرر ۔ معادلہ خط مماس کە در شمارہ قبل 
برای 7 یہ (ئو, ج )عر یاد و شدیم چنانچە ۸ : گے ہر ٠‏ بازاء 


ا 


مختصات نقطه 11 صفرشو ند معنائی نداشته وچن"ن نقاط را نقاط مخصوص بامکرر نامند 


۹ 





۲ ۲٢ ٦ 
درحا( لتمکه سی امقرق تج 77 دوم بیع کت و وی ھ اوت‎ 
ہو٢٦ 3ث کو و نت وھ وج‎ 


منحلی مرو و دہ خوا۔ يك ۰7 تک خورد دوشاخہ سے اہ بک نقطه 
خو اآھد ہو - ۱ ۱ ۱ 
تط بازگشت نقطە ایست کہ دو شاخہ منحنی در ورای اّ فان 
ہاشند شکل منحنی در این نقطه عموماً شکل(١) ٥٣‏ بودہ ولی لی ممکناست باشکال 
(۷)ء 0 ۶۸۳۲ 07 
ہی مات رئا ظط 2-72 از حل ہت ۱ 
ہے (ل,جأ) اگ ٭ک زی )ہج گر ' ہے (ئ پ )مر 
زدست آمذہ والبته این سن کا ٦‏ معادلۂُ دومجہولی ھممشۂ دارای جواب نخواعد 
ہود . چنین نقاط را مکرر ا مرتبه دوم یا نقاط مضاعف نامند . 
چنانکہ می بینیم ہر قاطع غیر مشخصی کہ از یك نقطہ سادہ ل2 مرور نمابد 
منحنی را در بات نقطه ]) فطع نمودہ ودرصور تیکە 7 مضاعف ہائشد ہر ٹاطع غیر 
مشخص منحنی را در دو نقطه منطمق برھ م قطع نمودہ و بطاور کا و ز0 
۱ نقطہ 7.1 مکر ر‌ از ہر تمہ بر میباشد چنانکە ھ رفاطع غیر مشخص کہ 1 ژان نقطه 
مرور نمایدمنحنی را در بر نقطه منطبق برھمان نقطه قطع نماید. دربین این ناظان 
خط وجود دارد کہ مٴْحلیٌ را ھرکدام در ۰ مر نقطه منطبق برھم قطع مینمابند . 
و اینہا ھمان ٹر مماس نقطه 5۲( میباشند رانک در مورد ٢‏ سے بر یاد 2 ر شدیم 


مشتقات جرز ثی تابع حر بازاء مختصات این تقاط تا مر ہہ ۱ سے 1 صفر خوآھند بود ۰ 


[ع لت 
21 7۲ ۸ 5 ٴ 





دا 

و شھمحلین مسکن است کہ نقطه:مکزر 31 در بینہایت و اقع پاش 

ےگ '۔ نققڈطف: مگزر در مبداء مخنضات: -. بررسی بلک: نقطه از نظاز فیکر ود 

7 سم ۱ ۹ ےھ ا " عم ا 
در مبداء مخت صات بہاشد باسانی صورت کرت ۰ و قصٰيه زیر را در اہن مورد یادا ور 
میشویم : چنانکۂة نقط:در مبداء مختصنات نہاشد ہایں.مبد|ء مختصات ر| بن نقطه 
منتقل مود : 

قٛضیه ے چنا کا جملات کو یکٹر بن درجہ بت معادلہ جبری برحسب بج و و 
إزدرحه4 م ام باشند مبداء مختصات باث نقطه:مکرر ازم رتبة: 2 ام بودہ وبرلإی ہدست 
|وردن دستە مماسأ ن نقطەکافی است کەمجموع این‌جملاترا مساویصفرقر اردھیم . 
ہدین منظورمعادله منحنیر | بصورتکثبرالجملةعای ھمکن باغوای صعودی بصورت : 
ہے 7 ۲ ا (,)) ۷ ۷ع 0)۳ ہے رو )م۴ ٦٦‏ 

ہو رو ور ہج ر ویر ی-2 کو 
1. درا ن ,ر۷ کشیرالحملہ سان آزھر تبه م7 ام اسشست مینوسیم وچون ممحنٰی ازمہداء 
مختصات ود معادله ۱ ا دارایٰ مقدار ثارت نخواھد بود بطوریکە ٦ے‏ م 
میہاشد چنانکہ: و مختصات نقطذ: از منحئی فرض شوند ضصرب زاوبہ عمماسی در 
مبداء را میتوانحد نسبہت ج د قٹیکە س بسمت صفر میل نمابد دانست . پس اک ٌ 
۸ - می یں : : 
وت مساوی 7 قرار۔ دھیم یض و سے لڑشودںم و معادله ہ( چین نوِستّة خوإھد شد : 
6ک( )کے طاح- سؤط(ص )تی6 ۱-+(7ر) ۶۷ر ) وو“ )7۶ر 
ابن معاد لہ سس از تقسیم ہر تس بصورت : 
۷0 ۱ وو سا ہ4 77 اق 6 کرو ا وا 3 
درا عادہ وچنانکه گفتیم ریش4 ھای اہن معادله بازاء ٭. لت ا مقادیر ضرب زاویه 
ھای خطوط ممان برشاخه ھایى منحنی را خواھند داد . 

پس کافی است کہ  :‏ ٭-س(س, ۶)١‏ - باشد و این معادله ہما نمان 


میدھد کہ تمام خطاوط غیراز 0۶ کہ توسطدستخطا+: (۸) سے (ڑ سس )م) 


2ے 

نمایش دادہ شدد(ئد مماسہائ منحنی دی نقطة ہم: میہاشسد 1 

چنانکہ را بچای وو برا بچای ى درمحاسبات فوقی قراردھیم بازھم بہمین 
تیجح خواھیم رسید ولی دراینحال محور 00۷ محورز اہتمٰنائی خواہد ‏ بود و از ۱ نجا 
نشیجہ میشودکە معادله ُ۸( ۔درھزحال نمایش دستة خط مم اسہا را میدھں 

این دستهہ خط چنانکە می بینیم شامل یر خعا حقیقی؛ موہو, مجنا وبامنطبق 
برھم بودہ وازا لجا تہحه میشود کہ منحنی در ابن نقطه دارای 2 مماں ممساشد . 
و‌ طبقی و تقاط مکزر چنئیں ااقعله امکرر از هر آيبة م 2 غرآعد بود وایز؛ ابد 
یاد و ےر کہ ھر با اذ این جر مماں منحلئی را در پوس ٭ ار مت نذطہ مخطبق ؛ پر ھم 
قطع کنا ۱ 

چنا نکہ ح٦1‏ م بعئی نقطه شتادة ہاشد يہ فوق آمز قابل قہول بودہ ودرا ینجال 
برای ہدست ا ورنق معادلہ ہما سکافی است کہ مجموع جملات درحه اول ر مسأوی 
صفر قرار دھیمغ 7 

ٌُ ٦ی‏ 0 ۰ 7 7 ہج 
۵ ۔ مماس بر منئنی فضاای .7 منحنی فضائی (6)) راقرض کردہ.]۱) ودر 
٦‏ ہے . 0 00 

نتیجة مؤلفه ھای ان جو ئ۸۳۲( توابعنی اٰہاراھتر خؤآهند بودے جنان3ہ: نقطہ ازان 


کم 


مه :با ۱ تا 
مز ہوجو ج ز سه4 ناد بر داز مشتی |۱)) حنانلهہ 
میں و چو نود بردار مشسمی 





دارای مماس بودەو مشتق 
در مورد متتق ھندسی دیدیم 
جہ + جج نگھے 
ری .گر .لے موی . خر ۔ل۔ جو ہے سے ( اا0 )ہہ 
نیز وجود داشته وبرداری مماس برمنحنی(۲ ) خواھد ہود. مؤلفەھای این دیفرانسیل 


ھندسی یع ہر“ ٢‏ کو کی پارامترھای ھادی خط مماس خواھند بوٹ وھمانطور 


ط32 
کہ دید یم قدر مطلق ادن مشتق ھندسی ۱ -.| بودہ و از | نجا:: 
ا ا ا ید 


خواهد شد ۔ 


۱ ([۵0)> رھ 
چنانکە قوس :را متغیر بگیرہم 1 مساوی برداریکہ ب مماسیکہ 
۱ 7 


ےہ 


ملف زی 
دذڈرسوی قُوسہای :صعو دی رافتادار شذء اھت مہباشے: دداہتیحال کٗ سر و ری 


کو ینوشہای عتادی سرک بین ریب زاستاداز شدہ اشُت خواھند بود . پس 


7 وی جک 
خواعد قد 02٤1‏ 0“ ۱ 

٦‏ - صفحہ معاس پریگ سح ۔ فر ضکنیمک کەسطح ) ( 8) توسط معادلات 
ہار رامتریش دادہ شدہ پاشدر مختصات مرضلد یو آن نی ازدوپارامتر وہ ہودہ 
عنی+ (سرس)وکو (رى)وچو'' (سعساءحےء () 
میباشند .از نقطه 3٢‏ واقع روی این ن سطح منحنی ٥(‏ ) غیرمشخص را روی آن رسم 
٤‏ میدانہ لیم کہ معادلہآنْ ازگذاردن ہ و ہرجسپ پارامتر دیگری درمعادلہ (۹) 


تا عدہ او دراترٰحة ارات رئوحادی مماس 17( ہت ریب ج گے ک۷“ 3" مگ نی 


مج کت عم کت یڑ سج 














خواھند. بود. پسن معادلات پارامتری هماس سی : 





) روچ سان جک ےج 3 ٠‏ موخج-× 


) 


2 70۸ .- 
ےک تن ) وسود× | 
ور ور کہ 











وت شدہ وچنانچہ گی ٥و‏ "اب 0 ر بن این معادلات حذف کثیم معادله مکان 211 








ہک رع تی جج سو 
ہت رت ح2 
ہے یہ پ9 ع9 
مت نام کے وھ مو 
سی چا اچ تکچمڈ ےڈ رو وہ سی کی ے؟ 





---. 


اہن معدله بت صفحهہ کک ضفحه مماس سنطح۔) 8) دں قط4 8( ۔نافدبہ میشود 
نمایش میدھد . میں ےی جا ہج اچس ریفکت اود ۱ 

آبصرہ ۔ صفحه ۷" اط ا سن طلداش و اھ" رو بستگی 
دارد ولی سطوحی نبز بافت میشوئدِکه صفحه وماس در آتھا ہہ بیشن ای یك پار[ھتر 
بستگی نخواہد داش چنین سطوح وا کیترش پذیررگؤیند , صفیچہ مملیں درایتحال 
مماں برسطح درطزل یك خط خواہد بو دمثا صفحہ عباس پریک مخروط . 

۷۔ چنانکہ معادلہ سطح بصور ٭ سے( ور عاک 6١١‏ 


دادہ شدہ بہاشد بہمان ترتیبْ کہ در شمازہ و ہوم کرد از نقطہ (ڑھے ہا ج)( 5 


منحنی ))٥(‏ و مشخصی واقع رو سطح وت میدھیم معادلات 2 مماسں ہراین 
0ئ70 ب)ٗمض۸ض70 ۓے ۵۷ ٣ے‏ و انل کر ہا 
یا ر6 راف ج یی ۱ 


بودہ وچون منحنی (6) رِوی سطح رسم شدہ است مختصااش درمعادلہ ( )٠‏ صدق 
کردہ ودر نهٌیج4 درمعاد( لڈکہ ک""*“"0+٭" این معادله وی مب یں 7 ز صدق 
خواھندکرد بس : سی بر سوک گر جک پر ,.)٦)‏ ۲ 
خواہھد شں۔ چنا نکہ 7 ٌ 7 ٦‏ سے را ہین معادلات ()و(۷)حنۂ کیم ادلا 
ہے و گر(و ن-و) ا رش( )٦‏ .۳ب مر( وت ۱۳) 


کہ نمایش بک صفحہ را میدھد ہدست تخو ود رن ان معادله مکان مماسہای 0( 


ہودہ وصفحه ھماس (89) در قطل 31 [: نامیدہ' مود : اع 


چنانکه معادله سطح بصورت ئ60 ۱ رو 7غ( سے و 
بہاشد معاد اہ ص۸ج مماس بصورت 3 ٠‏ 
(و۔۔ ٢‏ +م دج رو ھ) 


نومْن4 شدہ وچنا نکہ ہرچسب فرادر .2 مشتقات جز: یئ جَ 7 





کے 1 لد جز تو الہ -]' کہ 


(و۔ )٦‏ وط )سرک (وتت-) 


خواھد شد . شا 5 





جات 
۸۰-_ خطنقالم.- صفحہ: قا می خطءقائم ۔پرنهنحنی )٥(‏ در قطه 1 بنا 
بتعر ہف خط عمود ہرمماس "8)7 ابن افطه عیباشد . چنانجه منحنی مسطحہ باشد این 
خط کی بودہ واگر منحنی فضائی باشد بینہایت مخظ قائم که-ہمنگی در یك صفحہ کہ 
بصفحہ قائم منحنی جب:ھو سو م:است موجود-میباشند . 
۱ یم قالم ذثبت ۔ چنانک ھنحنی مسطحه () را راستادار فرض کنیم ٹیم قائم 
مثبت از دوران نیم ماس مثیت بزاویە ؟۔ نل ہدست میآید . چنانکە ؛ زاویه ٹیم 
مماس مثبت بامحور :0 باد زاویہ تیمقائم فثبت ہاھمین محور پم خواہد بود, 
بس معادله خط قائم برای منحنی مسطصد (()): 
مک بین (۔ ).لے کہ رس 20) (۱٤‏ 
خو(ھد شد . : 
صمح قائم:منحنی چپ ()) صفحەایست عمؤد برھماس 7ا ثائر اس معادلهہ 
و وو رت اطم تر ےھ 
ہمفو تر رام سد وام سا ھھ امت 
۹ -_ خط الیم ہر سفطح ۔ خط قائم برسطح (8) در بت نقطہه ہنا بتعریف 
غوا دی علعة مان عیان نت میاقد: 


:سس اگرمعادلہ سطح ہصورت.ہارامتری دادہ شدہ باند ہارامترھای ھادی اہن 


رز لڑ 5 ٥٥‏ پر 





خجط می : 1 
ہمحر یب . ٹہ م١2‏ ب8 یں ٥‏ 
ری و و70 72۲ 7 29 چ2 721 ِ2 آ2 
ن9 یىی 9 ب2 2 ب9 +8 ج9 ہہ ٠‏ 


خواھند ود این مقادیر را بصورت : 


اف )لا (عئ۳رئ20 )( ۵)2 
(پرعم)3٥1‏ ٭” رع,عص)ط ٭ (س ,“اکا 





که دترمنیانہای تواہمی نامیدہ میشوند نیز مینویسند . 


صفیحهہ قائم ہریگ سطح ھرصفحۂ کہ بر خط تھا ئم آ۵ سطح 89 د مبباشد ٠‏ 


تن۷ئد 
چنانکە معادله سطح ہصدؤرت 5 سس ( زقت و اکردادہ شدہ بہاشد ہاراھتر ھای 


هادی قائم ہٹر ٹیب کر ؛ خر ٢‏ مر خواہند بود, 


و 1 معادلہ سظح ئ . ت3۷۰ ا )1)۳ لا ر7 باشد بارامٹر ھای ھادی قائم 
چنانکه در معادله صفٰیح۸ ممض دیدە میشوند ( ١١-رو‏ رم) میباشند بپس دراینحال 
نوا سے بک سے ا ور تی راو ہت 

۴ رب 27 7 1 : 


۰ - تو مماس و تحت قائم ے منحنی () را بمعادله: (داحرحیو 
فر کی دہ مماس در نقطه (٦‏ برابن منحنی (-3) سے پا میباشد 
کسام ارات قر ار دھیم طول نقطه ۷إ محل برخورد خط با محور 0۶ بدست 
ا و چنانکہ ۴ را تصوپر قطه 1[ روی ھمین محور بگکاو ہم: 


ا ےب رت کک 


4 
ختواھد شد ابن مقدار را احت‫ن ھماس نقطاه ار لان 
٦‏ را نعل ہرخورد ختط قائم ہا محور 0( فرض دردہ اندارذ ر٢‏ را انحدت قائم 


نامند . اندازۂ 77 از مّلأث '1]( ہدست میآ بد : 


۲ 072000ٔ توم 
و لئے اھر 21 

اھ 

۰ 


۹ سن مسئله ١‏ - معالو بست اعیان مماس ھا اہکە ار بہمقطاہ میگذار ند ک 
چنانکە منحنی مم طاحہ ()) برحسب معادلات بار امتر 7 دادہه شدہ باشد معادلۂ 
ھماس بر ٹثسب ہارامتر 01 معلوم بوذہ و کافی انث بنویسی مک مختصات ) م۸) ان 
نقطہ تو این معادلہ صیلدںقق میکنند . ہدین ثرنیب معادلۂ بر حجسب و کہ ریش ھایش 
ھماسہای مطلوب را معلوم میکنند خواھیم داشسٹت : 

چنانکە معادله منجی بصورت : ہ سے ) ہو ا گر باشد معادله مماسں را 
نوشٌتة وشرط ۱ نکهہ ادن خّط از نقحه ) وت + و3 1 مرور نماید بیان میکنیم ہدین تر ہب 
معادلۂ بر سب لع و رز داسشّته ریشهہ ھای این معادلهہ و معادلہ ٦‏ ست ھر مختصات نقاط 


تھماس را ہما خو اھند داد : 


س۹۸ 

۴۳۔ مسئثله ٣‏ ۔ مطلو بہت آھرین فا أمهھائیکە از اك اطہ مبیگذر تد ت 
چنانکە منحنی مسطحه () توسط معادلات پارامتریش دادہ شدہ باشد شر 3.:."' 
خط قائم دربك نقطه غبرمشخص منحنی از نقطه مز ہو ر بگذر د مینویسیم بدین ترآیب 
معادلة برحسب ہ کە ریقثه ھای آن ہار إمترھای نقاط ہ رخورد قائمہا ومنحنی ھستند 
خوإھیم داشت . ۱ 

چنانکہ معادلہ ممُحنی ہصورت ہے( )کر داده شدهہ باشد نظ ئن 
ک۸ گفتیم شرط آنکە نقطه مز ہور روی فائہی واقع باشد آ نستکہ : ۱ 

سیا وں۔ سے رٹ 

باشد. این معادله یك منحنی کہ ہا منحنی مفروض در نقاط خروج قائمہای مطلوب 


برمخورد صسنمابد نمایش هد داد ۹ 


مےچھ جھ جھ جو جھ جھ جوم ے 


بخش دھم 


۰۲ 


7ور ضوح يك سک در نزدیکی یکی از نقاط آن 


۴۔ منحنی ھا منی کە معادله آن بصورت (م ) کر سے پ دادم شدہ 


باشد _ تقعر - ہررسی یك منحنی درحوالی ہکی ازنقاط ان بررسی وضعیت منحنی 


ٹسمت بمماس در آت نقطه میباشد . : 
فرض کنیم کہ تابع (ج )کر بازاء ےپ متغیر دارای مشتق (ےم )مر ہودہ یعنی 
منحنی در نقطہ ,ا( دارای مماىس ااٌلغر خوازی-و0 عماقت:: 
آھر رف -۔ 5 پند تقعر منحنی در نقطه ,الا بسمت ہو ھای مثبت است جَنَانک 
بتوان بازاء تسام مقادیر + نزديك بہ × عدد مثبت ؛ را پیدا نمود بطوریکہ : 


۶ | بودەوعرض نقطۂ از منخنی کە طول انس است ۸7+ ار عرض 


03 





مربوط بہمان طول روی ھماس 5۲,۲۷ باشد. 

چنانکە بازاء ھمان مقادیر م عرض نقطہه مربوط بطول ‏ منحنی کوچکتر از 
عرض نقطه مرہو ط بہما طول ھماس باشد 8 بند کہ در ,[( منحنی تقعر خود را 
ہسمت بڑھای منفی دارد. 

ط را نقطه برخورد مماىس الا با خطی موازی ر0 گرفته . ۷ ئنقطه ۶ از 
معادله 8,۷( ہدست مبآبد : 

)خر( سھص)+(ہ)خرے٢‏ 

8 را نقطه برخورد ھمان‌خط ہامنحنی گ٤‏ فته اندازہً جبہری لط مساری "١ہ‏ 
بودہ ومسئله منجر ہبررسی علامت این مقدار درحوالی يہ میہاشد . ولی این تفاضل 
نابمی ار س بودہ ومساوی : (ھس) مر( رسیب)--(ل)رسہ زج )مر (ص)) 


میہاشد : این یا بم بازاء ہے و صفر دن و برای شناختن علامتش درحوالی ان 





۱ 2+300 
مقدارکافی است کە جہت تغیہرانش را درفاصلۂکە شامل يہ است ہدائیم. ہدین منظور 
مشنق آنرا حساب میکنیم : )3ں ) ارس (ج) کر-ح(س) مك این مقدار 
- بازاء پھ صفر شدہ ہپس عقدار  :‏ (ج) مرے(عم) "یہ راحساب میکلیم. 

حال عدد مثبت مم را طوری انتخاب میکنیم کە (ع ) "مر در فواصل : 
ہیں مم )ر()“۱+۔ے رر ) دارای بك علامت باشد . 

ہن |ز آنجا چند حالت ممکن اسٹ اتفاق اتد : 

١‏ ٭<(ع)'عر درفواصل >۳ ٠‏ ور سے و ۷ے کے لی کے7 
سباشد تابع (ص)' در ھر دو فاصله صعودی بودہ چنانکہ س صعود نمودەوارے٭ 
بگذرد علامتش از- بعلاڑہ خواہدشد پس (۶) دارای می لیممصفر بودہ وبازاء تمام 
این مقادیر مثبت خواھد بود, در ,.][ قعر منتحلی ہسمٹ نز ھای مثبت‌|ست, ش۱. 

٢ہ‏ ۔>>(ج) "خر درفواصل مک × کپ سو 06ات کے مک وط 
ابہمان ترتیب ثابہت میشو دکہ لقعر ملحنی در,] ہسمت ہو ھای منفی است . 

پس بطورکلی نتیجہ مبشودکہ چنانجە (۶) "کر دارای علامت ٹاہتی در فاصلہ 
( ,م) باشد قوس 8ه مربوطہ تماما دریکطرف معاس واقع میباشد ش ٢۔‏ 

٣۳‏ (عع)'ر درفواصل رصم --۔ع)ر(ع+۔ ,ھ) دارلی 
علامان مختلف است . 

در اینحالت جہت تغییرات (< )"مو اتیکە و ازہ بکن د تغبیر میکند 5 
و چون این تابع بازاء يہ صفر میشود پس بازاء این مقدار تغبیر علامت نخواھد داد 


7 
۷ 








سے 

واز ا نجا تیجہ میشود کە جہت تغییرات (٭) ‏ عوض نشدہ و چون ٢١ھ‏ ) ) 
اأاست (ب )ع) وقتیکە ٛ” اوےٹڈ یگٹزد تغبیرعلامت خواھد داد پس دوڈوس منحنی ) 
کە بە ,1( منتہی میشوند دردو طرف مماس "7 لا واقع ہودہ و نقطه ,ا( نقطۂ ععلف 
منحنی خواہد ہود . ش ٤-۴‏ ۔- 

۴- منحنی ھامنی ک4 معادله آر بصورت پارامتری دادہ شدہ باشد - 

منحنی 
نقطھه (ودھ) لا يی تال3ا ىا مرو بمقادیر ہ و ں6 پارامتر بکرم 


(ا) را بمعادلات )ھ) وس و )()) کر ک۳ فرض کردہ 


چس 


: چجے مخ 
پک ۶ى نما یز ۸1۷ برداریکه از ]۲[ ھمسنثام ۷ 


مشتن ھندسی مرتبه حر ام بردار 0 را بصورت پر 0 و‌ تصاو ہر 7 نرا روی محور ھای 
ا 7 نمایش فیدمیم 


معتصات ب4 (م 
کشیدہ شدہ این - ود چنانکە وابع )7 ا رو )+ ا و۶ را قاہبل بسط ہر دب 
فرمول تیلور فرض کردہ ہاشیم خواھیم ذےشت: 

ٰ بر کر ۱ ( کر سپ 

‌ 7 سلہ۔ (م 5 آ ت ۔ل ہے سل۔ گت + ٰ۳ )7 کے ا ۲ سر سا وم 


کا 


کر :7 ٌ 
لت و جاکلا سل۔ و (ر -9 ۸) صل پوس ۳و 


٢ ۱ 2 


ل رك (م) اہ 
+۶ ہا بینہایٹ کوچك شدن ۶- ۸ بینہابت کوچاک خواھند شد بستگی ھای 
فوق را بصورت ھندسی زہر نیز ھبتوآان نوشت : 

سے ..- ۷ ے وروی سے - 
ہام مم رکا و کے 2 00ر - ضا ےت را 
11٦۷,‏ حتٹت مؤلفہ ہای آن: !٥ار‏ وں۱+(٥کو‏ بودہ و چنانکہ ۸ 

جس مت ۱ 
ہسمت / میل نماید ,11۷( بسمت ,1۷( میل خواھد نمود . ؛ 


حالت کی ۔ فر ضکنیم کہ نقعله ]( نقطه خصوصی نباقد نانکت7: رسمٹ 7 


چس 
ِ عو : ے 
7۲" سان ,1 تنفت 7 عبل‌خواھد درد چنانکە ہر گر سے پک باشد دوبردار 
ٍ کے طر ےلم 


للا و 1 ظمسو وگز 5 ہاسوھای مسخالفنك۔ : س میتوان بات عدقی ہ ۳ے ۶) پیدا 


تح و 


۔-۲٢٭‏ نے 
ین ۰ اچےٰٗ چا 
نمود بطاوریکہ بازاء مقاد یر 22 واقع در فاصےله ((م+ھ,ھ) دو بردار 7 و 07 
در ہکطرف خط غیر مشخصس )رج کە از ]( مرور کردہ و مماس در ][ نباقشد واقع 
5 2 ۰ موس تچ 2 
ہودہ و بازاء > واقع در فاصله ڑےء ,ری ۔- ئ) دو بردار 115( و ,21۷ در دو طرف 10ا 
داؤ شوئد : 
7 ا آ اپ نے 

5ھ معمولا مشتی دو مت صقر لبودەو حامل ں ہا ۷ نیر فرق دارد 

چون برحسب دستور تیاور : ۱ 
سے ڈ کر ےہ 1 () 


4س ک٭“٭“٭"“م3 ۷۷ )7 -- 7) سے ۷۷ 


8 عوحت ہے 3 037 کو کے 
اسِت اس فیک 2١‏ ہسمت 4 میل کند,۱۷۸۷ ہبسمت, ۷۷ میل کردەواز! تەجابازاء 212١‏ کہ 
۱ 1 ,0-2 ۱ نقت 20ء 
ہاندازہکافی نز دہ بہ 4 ہاشد ۷۷ و ۷ دربلقثقسمت ممای )۷۷ () واقع خواھند 
می ۰ 7 * اچ پیے ٢‏ وٹ 3 ْ۰ 
بود. بردار ,۸۲۸ نیز درھمان طرف بردار ٥۷۷,‏ واقع بودہ ونتاہج بالارا ہطریق زیر 
میتوان خااصہ نمود : ۱ 
قضیہ سے منحنی ) کهە معادله ار لے بصورت پارامتری دادہ شدہ مفروض 
میہاشد _ خط تا مفروض کہ از ۲ گنہتہ وغیر از ممای در ان نقطاہ اآست در نظر 
"٠ َ‏ ا و 
کر ھمست4۹ میتواہے ہل عدن بہت 7 بیدإ نمود بطوری کہ ووسہای محنی (( 
مربوط بفواصل (یولص>ء7۶) و‌ رم یر) دردوطارف اہن خط واقع شوند, 
٠ : 2:‏ ےت :2 
ٹوس مربوط رفاصلہ () ۳ کر کے ا درھمان‌حارف مشتق ,۷ نیز واقع شْدد(سشتث: 


سے ہے 
کی چنانکە ,۸۷ (معفتنق دوم ۷۱ا0 ) وجود دامنته ومخالف صفر بودہ ورھمحخنن 


اتاد ا تے :اسان ور۸۷۸ فرق واقتة بانداقرسہایى: ٠:‏ 8 
منحنی 0 در حوالی نقطہ و بردار ,۲۷ در پبمطارف 
ادن موضوع را بطور ڈینگکن نیز میتواا( گفت : ۱ 


کے ف4 لس ۰ ۰ 7 
بردار ۷ درطرف تفعر منحنی ممتد صبباشد : ص٦۳‏ 
ت- 
آبصرہ ۹ے ,۷۷ ھمان بردارربست سےہ+ہ سوی یم مماسى مثبت را برای ما 


مشخص مینماید : 


ےا ات 
: ہم ۱ ۱ سم ج۔ ت- 
تبصرہ ۲- باید بادا ور شدکه فرص ۱ نک ۷ و ۷ صفر نبودہ وامتدا|ادشان 
نہر مختان ہاشد بصورت نامساری کون ہج 3 2 سے و “٣‏ نوشّتہ ھیشود : 
۰ 
حالات ۸٭×صو صضی تک چنانکہ نقطہ ۲۷ نقطاه مخصوص نہودہ ولی ,۷۷ صهُر 
وا بامماس دریث ا[متداد باشد ویا ۱ نکە ۷ نقطله مخصوص بائد (ک آقی ٭- 'ج) 
٭ ‫ٰ یڈ 
مقدار و ٹوس - - در ھردو حال صفر خواہد بود : ی۷ را اولن مشتق 
ججے ۰ 7 . 6 ائ ۱ ا 
۶ مخالف صعر وم۷ را اولن بردار مشتق ھندسی ار هر تمہ ہالائر ار مم کہ ھم. 
سے 7 
امتداد ,ر۷ نہاشد فرض میکنیم ۱ 
بانک گے 1 
چنا 4 7 ہزر کر از ۱ ۔ا۔ مر باشد بہر ہر دار رہ ور ۴ (اسم یں بی ج2 ) 
جج تم 1 
عدد یر؟ بطوریکہ ر۷ پک کے ۔ل ر۷ باشد مربوط بودہ و فرمول تیاور چنانکەہ 
اح ود کے 4 ٹر ار دھیم۔ 


ا کو رز ۱[|-م یر 
و خاباوچر عم یت پ 
ا( ١-پ)‏ ١-رم‏ !(١-۔م)‏ 
جہ۔ اج 
لوشته میشود, چنانکە ی رسفت صفرمیل کند و۷ بسمت ر۷۸۷ میل خواہدکرد. 


0-3-0 ہے ی٥ی(‏ 


ابن 7 را یا شادہ تر 


اب جے 


۸۷۷۶ - 1 00( دہ ا ابو و اسان 

نیز میتوان نوشت ۰ ۰ م۸ بینہایت کوچک شود 7 نہر 0 خواھدشد 
2 ر7 چجے ۱ : 

ا[متداد ہرداز ور ۲۱۳۷ )١-++‏ تی ۸ ھمان امتداد ہ ردار ممای ہب۰ ()) 

آنک :7 2ی ۲ 1 چے ص‌ٰلے 

در ۸ ہودہ و برحسب آئهه کب مثبت پا عصمی باشد دو برداو ۷۸۲ و .ر۷۷۷ ھمسو 

ھمحنین دو؛: بردار مہ 0 و ۷۸۷ 0 ۸ بازاء مقاد؛ ر کوچٹ مر: درہکطرف 

5 دردو رف ھماس ہر حسب 1 نکهہ 7 7 ھنبت 5 منفی باقشد واقع خواھند بود. پس 
ط2 : : : ہن سے ٹس رہئں بد 

او بر قردو و روج ہاشدسوی بردار ۷۲ چنانہہ 21 ارمقدار کر بنددرد نغمبر 


کردہ ودو قوس منحنی رت 4 از راست با از چپ ہسەت / میل گند نظیر ھماےٰ 


بج اک 
حالت کلی خواعند بود . حالت تق کل ی شم بازاء ١‏ ےہر رو ٢‏ ٹم نیز ہدست او 
اعت (ش . ا . 

ط2 ۱ پک مہ 7 ے ع ۱ ۹ ۳ 

۱ پر بر وم ھردو ٹرد باشند مقدار )7 ےپ گج () ولتمہه 2 از بلنرد تغمبر 
علامت داد ودو قوس منحنی وقتمکەہ از راست با از چپ بسمثٹ 6× میلکند دردو 
طرف ھرخطیکە از ۸ ہگذرد خواھند بود , در اینحال ۷ نقطه عطف بودہ ( ش٢‏ ) 

7 07 جروس 
ومازاء ۱ حلذً دم و 8 ہے پ مثلا اہنحالت !تفاق میافتد. درحالت خاص إخیر ,۷۷۷ 
0 تب 14 ۰ ک یس 3 
صفر نہو دہ ولی ۷۷ صە‌ر ہا ہامماس درت إ[متنداد اٰستن ہبدون ۱ نکہ ,۷ صفر باشد 
بعنی ) ہے ا کی سے تی سز رھ سے اج ارس کاو ٭) در اہنحال میتوان عدد ہہ را 
بیدا نمود بطور؛ رکه ا٠نی‏ کک کر و 7 ١‏ -ے وت باشند. فرمول(١)ہم‏ بصورت : 
نت ۰ ج28 لیے ذتے 
ای رر وت یہہ شش ہہ 
اش مزوج وو 7 باشد - منحئی 0 این نفمله در دو وطرف هماس واقع 
بودہگویندکە ۸ نقطه بازگشت از نوع اول است (ش ۴). 
.ٰ : 5 : ۰- 1 سے جسے 

اہنحالت اغلب در نقاط مخصەوصس اتفای میافتد در ا نحال ۷۱ صفر و )۷۸۷۲ 

مخالف صفر وم ۷۸۷ ھم مخالف صفر سن ات ھم امتداد مماس باشد خواھند 


بود ( ٣‏ سور ٣٢‏ حو) فرمول )١(‏ درحالت خاصس [خیر بصورت : 
(٣‏ کر پظر) ش 
,۷۷۸ ٭.ی+جد ان ۷۷ 8“۰۳صظك-ھ029* ۸۸٥‏ نوشته میشود . 
وبالاآخرہ چنانکہ روج ھردوزوج بہاشند دوڈوس صحنی دریکط رف‌ھ ر خطیکەہ 
ار ۲ تن حنتی ممساس واقع بودہ گؤیندکہ 4 نقطد بازگشت ازنوع دوم میہاشد 


مثالا بازاء ۲ صدرً جر و ۲ >- مع |ہنحالت اتفاق خواھد افتاد ۰ 
7 ہر جو ٠‏ ۸ر ي۶ ٦ٔ‏ 
کر 7ے ا مر دم ك۶ 


۳۷  س‎ 


۵٠ے‏ 
۵٥‏ -۔ لقاط ععاف ۔ برحسب آنجەکە تا بحال گفتیم نقطه عطف نقطہابست 
کہ در آن منحنی از ھر خطیکەہ ار این نقطہ ہے ھرورزر مینمابد 1 درچنذین نقطه 
ہر حسب آنکە معادلہ بصورت (ج) کر ہپ باشد ہس او بودہ و اگر منحنی بصورثت 
بارامتری دادہ شّدہ باشد : “رک ہا جویاسے اڑا خواهد شی 
و 7 طمق آیج کہ دیہدیم مقدار 7 اوت از ممکن است صفر باشد 


بدون ا نکہ منحنی ازھماس مرور نماید. اما ہدون در نظر 1 فتن اہن مطاب ہر نقطه 





کہ مخصوص نہودہ ودران ھک ار ای سے ابو من باشد نقطه عحاف نامیدہ میشود, 


تقاط عطاف دارای خواص زہر مبباشند : 5 
١۔-‏ معادلہ نقاط ٭ رد منجنی و ھماس در ت7 
7 ہی ای بات( اک و کے کم ھت 


بودہ این معادله - 7 7 ہاین نقاط را ہما میدھد. چنانکه مشتقی دو طرف 
اول این معادله صفر باشد ریش سوع این معادله خواھد بود, 

ولی ابن مشتق دو (ي)“ھے(ي)”و۔۔(م)'و(يے) "کر در تقاط عطف 
صفٰر بودہ و از ۱ اما آ42 تو کہ تقاط اف نقاطی علےتندکہ اط مماسسں منحنٰی 


را لااقل ان س۵ زط منطمق 2 نقط۸ تماس قطع مینمابد ۰ 


کے ظا ریب زاویه هھماس در 15( : سے وه بودہ رچون مشتقی این مقدار 
0( او و ا ٰ : ۱ : 
را حساب کں ,مھ نگ سے اسب دم او چوت در ثقاط ععلف 
۰ 7 و 
ھ سے !لم 'م و سے امو ا ایت بس لنّیجھ4 میشود ک۸: اولا در نقاط ععاف 2 ربزاو بەمماس 


از بت ماک زیمم ڑ و با می یمم سکڈرت وثاناً انکهہ جہت رات در و قتکە 7 نقھاےہ 

بازگشت نوع اول ل باشد انقلہ روا . ثالثا فۃط دط مستقیم است که تمام قاط 

1 ً ن تقاط عطلف مساشند رر اک جج جچۓے و باشد لا تابع خطی ار خواهد ہو 
٦۔‏ خم ٣پ‏ در نزدیکی پکی از نقاط آن - صحه ہو سان ۔ منحنی (6) 


که ‏ وسط معادلات : )7 ) بر کو (ھ) وص , (ظم) کرس ۳ز داده شّدہهہ 


_ +۰۰ 
۱ است فرض کردہ تقاط (ج برع ) ۷ ےی (رر ۶3ر ) :18 که مربوط ہمقادیر وھ 
ی5 ج ۱ : جے 
پاراھترند روی! ا درنظرمیگیرہم : ً۷ را مشتق ھندسی هر تبة 7 ہردار 0(7 نسبت 
(را (ھ) (ھما) ۔ ا ا کے کی 

ب٭ مو آج ٹس و اج و 2 نو را تصاویر اہن مشتق نیز فرض ۵ردہ و بر1 را بردار 
جے ۱ : 

70ی..]. ہر کہ از نقطه ][ مرور دادہایم فرض میکنیم ۱ 


چنانکہ توا ہم فوق را ہرحسب فرمول تیلور بسدط دھیم 


: یں ح ر۸“ ٣ری‏ - ہیر) 

١‏ 7 ۔۔ ٠‏ 7 أ ۷ حم سا ای ہت سل۔ سس (ثر سے ) سے ہو سپ ای 
و) ۴ (کر ےم 00 یں 

[ی+ہ! .۳ ار کو لے ت٦آ‏ ر (کر .9 ںی) سح رس او 

٠‏ کر وو آر بر س پظ)ےے 

7 1 2 ۱ ےت سل .. .لہ ہو حیم ات سل بج (عر تس پیر ) سس اہو ں2 


7.7 7 ۰ <+ 7 فِ ۰ ۰ 
اوےەو؛ مقادیری ھستند کہ ہا ہینہایت کوچكشدن ا ہبنہابت کوچكگ‌خواھندشد. 
ادن س۵ذ بسدط را میتوان ہبصورثت ھندسی 


ثت ”مر ۔ مر ) جے آ زمر .تب کر ) موس 7 
پر 20 لت وریہ ا۶ ۔۔ ,۷ تی کے نے ۸+ 7 ))7 - ظر ) سے 2۰ 


کا رت : :7 27 
کەدران ,31۷ بر داری باتصاویر :- سا0 و۴ نت و 0 : میہاشد خلاصہ 
ج جے : 

نمود , چنانجه ن۶ ہسمت 6 عیل نماہد بر 1111 ہسمت ہر111 نیز میل خواھدکرد. 

صفحه ہوسان _ تعریف - نقطه ]را ثابت و811 را متغیر و نز دیاك سا رت 
سگیرم چنانیحه صفحهُ کہ بر خخط ھماس در [( و نقطه ٦‏ مرور نماید دارای ححددی 

کت سو 

وقتیمن4 1( بسمت 1 میل کند باشد ان <۸ را در حد صفحہ ہوسان مُحنی در 
نقط۸ ۸ نآمند۔ 

چنانکە ادن تعریف را در بارہ خمہای عامنی بکار اریم خواھیم د یں کہ صٰحی۵ 
منحنی ھمان صدفؤفح ہوسان برای نقاط ان خواھد ہو 

ےر ١‏ چنانحه مشتمقات دوم مختصات نقطه ]( منحنی چب وف بازاء 
باراھتر ان نقطہ صف‌ر نبودہ و اگر این مشتقات دوع متذاسب با مشتقات اول نباشند 


منحنی در ثقطه ]1 دارای صفٰحہ ہوسان خواھد ہود 


ملا ہے 
اثبات بے ہا | نحه که نسہت ہمصادله منحنی و مختصات تقاط 1( و1( فرض 
کردیم بازاء مقادیر ۹ نزدیات ب4 2 فرمول تیاور را بصورت : 
02092 
74 
٦‏ ---٭ 57 ب5 نک ان 111 زمر -- پکر) سے گل 
' ۱ لے جس 
میتوائیم بنویسیم . بردار (ا خر خو, ) ,11۷ مشتق هندسی اول بردار ۷0۸1 
بے سے 7 
و 0 ہر داریست کہ بسمت ) ٰ2 : صن مۂٌُم) 0۷۰ وقتيکە 2١‏ بسمتت × میل نماید 
میل خواھدکرد : 
سب 7 77 3 
امتداد بردار ۷ هماس در ]( بودہ و صمح ایکہ ہر اہن مماس و نقطذ :]2 
7 4 سے ۰ ٭ھ س 
گن د شامل ٠‏ ۷ یز خواہد بود. و چنانحہ نقطه :1( ہسمت 11 میل کند حد این 
7 7 وت ا 7 ٠‏ 9ڈ 
صفحه حد صفحه دو بردار ‏ 31۷ و ,31۲ خواهد شد۔ (الہتہ قرض شدہ است کہ 2٦٦,‏ 
ری - 4 
ہم دارای امتداد مماس ,17( نباكد) . پس قضیه بدین‌ترتیب اثبات میشود . این قطبہ 
را بصورت زیر نیز میتوان بیان نمود 
: چس چے 
ہا شرابظ تک قبلاگفتیم بعلنی دوبردار ۰( و سی 1( معالف صفر بودہ وامتداد 
ھای ملف داشنه ہاشند صفحڈُکە شامل ابن دو بردار بودہ ج ار گل کرد صفحہ 
ہوسان قط۸ 1 خواهد ہود. 
۷ ۔ معادلہ صفحه ہو سان ۔ صفحہ ہوسان چنانکه گفتیم صفحہایست کەاز 


نقطہ 1ا گذشتہ و شامل دو بردار ١ظ (1٢۲,‏ باقد پس معادله اش بصورت : 


ہو و وٹ پر اسا) 


جا 27 َٰ 2 ٰ نوشته خوآھد شن, 
إْ 20 7 ٰ۰ إُ 
آبصرہ - چنانکہ ہارامتر ء را زمان و مختصات بر و و را مختصات نقطه 
متحرلك 8 نک ہم کو ٹیم ک۸ەصفحه ہوسان شامل سرعت وشتاب نقطه مادی 31 میبائقد. 
۸ ۔ قضیہ ۳۔ نقاط ۸ و ,۸ ومماسہای این نقاط را فرض کردہ حدصفحۂ 
کہ برمماس در ۷۸ ہموازات‌ھماس در :۷ مرور نماید وفتمکھ ۷ ہبسمت ۷۸ میل کند 


صؤیہ ہوسان خواھد ہود 


علَہانت 

او یں و را مشتقات ج؛ و ؛ و باڑاء مقدار ۸ ہازامتر مربوط بنقطه ۷ 

گرفته بردار 1411 را بتصاویر این مقادیر فرض میکنیم . صفحہ ‏ کہ توسط دو بردار 
۸۷ 7 08 مشخص شدہ است در نظر : 7 
1 فته اہن صفحه شامل بردار ۷۵ کكه 7 جسسسلئشضس ے 
89.)" ۷ از نقطہ ۷ رسم شد٥است‏ 


میباشد . پس از | نجا این صفحه شامل 





1 ٠ 
1 
۲ دی ج_‎ 
بر دار سیت |۷۷۷ نیز خواھہد‎ 
کر سپ کو‎ 
۔ ان‎ 
۳۸ ہود . حال تصاویر ابر بردار بترتیب ش‎ 
5 7 2 سس پچ و او او‎ 
کیو وی رہ ہک موک ہیں ہیاک ور ہک وو وک ات مل کن ا وکا‎ 
ہ میل دند این مقادیر‎ ۲٦ سی سب کو کر سے پر رر بودہ وھیخہ‎ 


ھ_ ہم 


7 چے 
بسمت مشتقات دو بے ہ٤‏ ہو 2 میل خواھند نمود وق ازا یجا بردار ۷۱ بسمت 
یی 
ہردار ,۸۷ و صچد زع بسمت ص۸ج ہوسان نقطه ۷ میل خواھندکرد 1 

۹ ۔ قائم اصلی بان تثمام خطاوط قائم در نقطہ ۷۸ قائم واقع در صوٰحهہ 
ہبوسان بەقائم اصلی موسوع وھمخان بین ابنقائمہا قائم عمود بصفد۸ ہبوسان بی نرمال 
نامیدہ میشود .س٥‏ اإمتداد مماس وقائم اصلی و ہی نرمال درھر نقط۸ ۷ بات س۵ و جہی 
کہ بسە و جہی ذر نه 0٥(‏ 176 ) موسو ۃاسی سکُل مدعتن صفحہه |۷ صفحه ہوسان . 


صفحه 8۲۷۸۲ صہْحهہ قائم و صفحه ٣۷8‏ صفحہه ر کتیفیان نقطه ۷ نامیدہ میشوند . 


۔چھ چھ چھ چھ وم چو جم 





بخش پازدھم 
۹ رسم منحنی 4۲ معادله آن بصورت (ھ) عمر سے ہپ داد شدم باشد 


شاخة بہنھارت ۔ مچجائسب 


۰۷ - شاخه بیٹھا بت - جنانکە فاصله قطہ ۷ و اقع روی یك منحنی مسطاحہ 
با فضائی از نقطه ثابہت ٢‏ بینہارت شود مات نقطه ۸ يِ شاخہ بینہایت منحنی را 
مشرتیر یا نکایسمت بشہلیت درد حرف 

امتداه محاب - اگر نقطه ۷ و اقع روی بت شاخہ یت منحنی مسطحہ یا 
فضائی را ہدو نقطه ابت ن و ٥٥‏ وصل کنیم چفکانکە با بینہایت دور شدن این قطہ 
دوخط 01 و 0۰٥‏ ہسمت دوحد ۸غ 0 و '۸ 0٥‏ موازی میل کنند امتداد مشترك این 
دوحد را امتداد مجانب شاخه بینہایت منحنی نامند . 

ناک دیدہ میشود این امتداد مشترك سای بنقطه ثاہت نخواھد داشت . 

فرض کنیم کہ حد خط 0٥۷‏ وقتیکه ٥‏ 
ہسمت بینہایت دورشود خط ےم ٥‏ ہاشد زاویہ 
م ‏ ےك 0 ۷ دراینحال ہسمت صفر یل کردہ 
و خط م ' موازی 0٥‏ رھ.سوی آن ہسمت 
خط'۸ ٥‏ موازی ۸ میل خواھد کرد . 
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وک ×۰ 0٥۰‏ - م جرضوا_ 


خواہدشد حال طرف‌دوم این بستگی بسمت صفرعیل کردہواز ا نجاطرف اولأن نیز 


چنا 


نسمت صفر یعنی م۸0 ۔د ق3 ہسمت صفر میل خواھد کرد .و چون خواہ سہ خط 

|۷۶۸ وم "ن0 ر۸ ن0 در بك صفحہ ہودہ و ہا در ہك صفحہ باون کون ۷0۸ 

منتہا مساری مجموع زوابای ى وؾ کە ھردوبسمت صفرمیل کت میباشد از 1 نجا 
اہن زاویهە ہسمت صفر مبیل کردہ و ۱ں بسمت '۵ 'ں میل خواھدکرد : 

نقطه ۷۸ مشترك بن 0٥۸‏ ر 0۰٥۷۸‏ درحد قعله بہنہابت امتداد ۸ث خواعد شد . 

آبصر ٥‏ ۔ شاخہ ہہنہایت ھرمنحنی ھم ۶ دإار ڑی اھتداد مجانب نمبباشد مثلا 

درمتحنی : (بْ نہ ۔+۔١)‏ بر سو ہو بازاء ٥ہ‏ سو بینہایت میشود ول ی ضریب 

زاویہ خط ۷ مساری ×٭ھ۔ح۔ ٢‏ بودەرین مقادیر ١‏ نوسان خواھد کرد ۱ 

و بازاء م ہینہارت ہسمت ھیچ حد معینی میل ‏ خو اھدکر ذه 

۱-۔ محانب ۔ خط ھ را مجانب يك شاخہ منحنی گوبندچنانچہ فاصلہ نقطه ۸ 

نحنی ازاینخعط وق کہ این نقطه روی شاخه ممُحنی بت بینہایت دورشود بسمتثت 

صفرھیل نماید .و با نکە خط مو ازی ھ کە از ۷۸ گذشتە باشد ہسمت ۸زمیل نماید . 

٥مہ‏ ےا نک خطھ مجانب 2ٍ) باشد امتذادان امتداد مجانب خواھد ہود . 

نقطه ٥‏ را روی ے گرفتہ 8 را فاصله نقطه ۷ 

منحنی از خط مجانب فرض میکنیم . این فاصله چنانکہ ۷۸ 

ہسمت بینہاہت رود صفرشدہ ودر نتیجه زاویه 0 مللث قئم 

1۱1 پبز صفر خو|ھد شد . بس اِذاَيَجا خط 0٥۷‏ بسمت ۸ھ 


میل کردہ وقٰيه ثاہت ھیشود ۰ 





بحث ے ٢‏ را امتداد مجاب شاخہ ینہایت منحنی :) 
کو می ضا ریا سیسات ٗستستت ش ٠٤‏ 
بینہاہیت دور شدن ٥۷‏ روی !) سە حالت ممکن است اتفاق افتد : 

-١‏ خط ‏ ۷ ہسمت وضعیت حد ھ بطور 2" فِاصلٰه نقطه زاین خط ہسمت 
صفر میل کند میل خواہدکرد در اینحال خط ھ مجانب منحنی خواہد بود 


. خط مم ۷۸ ہسمت بینہایت دور میشو دک ہند شاخه ) شلجمی شکل است‎ -٦ 


-١١۱- 

. خط ء ۷ ہسمت ھیچ رو ضعیت حدی میل نمینماید‎ _٣ 

تبضصرہ ١‏ ۔ نام شلجمی شکل از این جہت است کە چون در معادله شلجمی 
میں سے و شاخه ام٢۷‏ را بگیریم نسبت گ وقتیکە > بینہایت شود 
صفر شدہ و از آنحا امتداد 0 امتداد مجانب خواھد ہود و چون ہو بازاء ہہ ح ‏ 
بینہاہت میشود پس خط موازی سض کہ از نقطہ (یجھ(ء ٥۷)‏ مروز کردہ باشد بسمدت 
بینہایت دور خواھد شد . 

تبصرہ ٣‏ ۔ بك مثال از منحنیات نوع سوم متحنی ےم وزاو سا ہو عبہاشد 
و قتیکە × ہینہایہت شود ٌ ہبسدمت صفر میل کردہ و اوت خطبکە قطہە 0 را به ٥‏ 
وصل میکند ہسمت ٭0 عیل خواھد کرد . پس ٭ج امتداد مجانب بودہ ولی خط 
موازی×٭ ‏ کە از ۷۸ مرور سا ہسمت حدی میل نخواہدکرد . 

۲۳ ص- 8ٛضيه ۔ چنانکےہ مماس در نقطه ۷ ہر منحنی وقتمکه ۷ بسمت 
ینہایت دؤر شود ہبسمت وضعیت حدھ میل نماید خط ھ مجانب شاخہ بینہایت )٥‏ 
خواھد بود . 

البات ہے مہ را نقطه بینہکایت خط مجانب ۸ گر فته این نقطه را میتوان نقعله 
بینمہمایت شاخە منحنی نیز دانست . چناجہ از نقطه ۷۸ منحنی خطی موازی ۸ رسم 
کنیم این خط ھمان ,۷۸ خواھد بود و چون ۷۸ ہسمت ء میل کند خط ۸ وضعیت 
حد ,)۸ ر | میتوان مماس برمنحنی درنقطه ب دانست . پس میتوان مجانب ھر شاخہ 
منحنی را مماس در نقطہه بینہایت ۵ھ شاخه فرض نمود . 

۳ ۔ بررسی شاھہ ھای بنھات منحنیاتیکە معادلات آنٹھا بصورت 
(ھ) کر سے ب دادو شدم باشند. 

میخواہیم شاخەہای بینہایت وھەجنین مجانب ھای ابن منحنیات را درصورت 
موجود بودال تعبین نمائیم و بعلاوہ در صورت اخبر بررسی وضعیت منحلی نسبیت 


ہمجا نہش نی طر فی کہ منحنی سبہت ہمجانیبش ڈقر ار و فِته است نیز منظو رن مسباشد 


‫َ ۱١١ح‎ 

ہز ایآ نکە نقطۂ شاخه بینہایت منحنی را بپیماید لازم وکافی است کہ لااقل‌یکی 
ازمختصات ٣‏ و و آن ہہنہایت شو ند. بدہن منظو رحالات مختلف را ہررسی مینمائیم : 

٢ے‏ چنانکە بازاء ے۔ ٭ مقدار ب ہینہایت شود خط ۸ بمعادلھ نے سس 
مجانب منحنی خواھد بود . 

و بورا مختصات نقطہ 4 گرفتہ و بعلاوہ فرض کنیم کہ بازاء مقادیر ٭ که از 
سمت چپ بە م نزدیك میشوند ہز ہبسمت بیلہایت مل کت ۱ 

خط [[ ۷ را موازی ٭'ج کشہدہ تام را درا قطع نمایں, حال ہے- ے۷۸ ہڑ 
فاصله نقطه ۷ از خط مھ ہودہ و بسمت صفر میل خواھد نمود. 

پس ۸ھ مجانب منحنی خواعد بود شاخه منحنی درچپ مجاب بودہ وبعلاوہ 
چنانکە ہدانیم و با چە علامتی بینہایت میشو د سمتیکە نقطه ۷۸ بدان مبرود خحو اھیم 
دانستو اھت وضعیت منحنی نسبت ہمجانہش معین ٭ 
و مہ شدفا 

چنانکە بازاء مقادیر بر کہ از سمت چپ پا ار 
سمت‌راست بھ ےم نزدیك شوند ہو بینہایتشود منحنی 
دارای دوشاخہ مجانب به مھ خواھدبہود. يک اڑا تا 
درچپ ودیگری در راست اہن خط واقع میباشند . 


٢ے‏ چنا نک بازاء ٣‏ ہینہاہت لا بسمتحد 5ھ ھبل 





کند خطا 8 بمعادله کر -ے ومجا نب منحنی خواهھد بود 


فرض کیم کە چنانکە ‏ بازاء مقادیر مثبت 
ہسمت تہ میمل کند بز ہسمت 5 ھیل خوإاھد 7 7 
۰ 7 ھ ۰ 7 ع یلم : :- 2 71 
حطی وازی لآ لا ار نقطه (رل0ٰھص۲۷)7 منحنی کشیدہ گے : 
تا ۲ ۲ 7 مس ےس 7 و جم اسشیسیمحسدہسم 
ظ را در ٦‏ علح ماید کے -- بے سے 10[ فاصلہ . : 
نقطہ ۷ از اط 08 بودە و سمت صفر میل مینمابد : 





پس‌از ا نجا خط ظط مجانب منحنی ونقطه ۷ در سمت 


زاست رری شاخہ مر بوطد یہ۸ بینہایت یرود ش ۲ء 


۱ -۳۔ 
برای تکمیل بررسی وضعیت منحنی نسبت بمجانب کافی است علامت م۔- و 
رب اق مان رك × ہداٹیم . چنانکە گ ہو ہمیشہ مثبت باشد ۸ بالای ‏ واقع 
شدہ وا منفی باشد ۷ زیر خط 86 واقع خواہد بود . 
چنانکه بازاء مقادیر ہم مثبت وہم عنفی × کە ہسمت بینہہایت میل کنند ہو 
بسحعت گ5 میل نمابد دوشاخه منحنی مجانب بهە با کہ بکی درچپودیگری درراست 
خواھد بود وحود خواھند داشت, ۱ 
تبصرہ ١ہ‏ برای تعبین علامت گر - ہو کە بازاء٭ بینہایت ہسمت صفر عیل ۔ 
کت میتوان از بسط محدود - ہو برحسب قوای ٭۔ استفادہ نمود, 
_٣‏ چنانکہ ہازاء ٭ بینہایت ہو بینہایت شود ہتر تیب سەموضوع امتداد مجانب 
مجائب ووضعیت منحنی نسبت ہمجانب را بردسی مینمائیم ۱ 
امتداك محاب ے نقطتٗ (ےو ,)8( راروی منحنی گرفتہ نسبہت ضرِب 
زاویڈ خط ۱(8 را تشکیل میدھیم چنانکە ج ہسمت بینہایت میل کند چندحالتەمکن 
است اتفاق افتد : 
۱ 7 - 5 سن خضل نکروه وینہایت‌ھم نشود شاخە مربوطہ 
دارای امتداد مجانب نخواھد ہود . 


چنانکہ 7 بینہایت شود اإمعداد پ0 اإمتداد مجانب بودہ و‌ چون - بینہایت 
سی 


میشود خطموازی ر0 کە از ا١‏ مروز کردہ باشد بە بینہابت خواعد رفت دراینحال آ۸ 


شاخحہ شلجمی شک ممیماید ۰ 


یع ڑا 


حمنا کہ گت اممتفا مت صذُر مبہل کند امتداد 0+7 اإمتداد مجحجانب بہودہ ج- چوں لا 
۲ وو ٦‏ 
۰ 7 7 و 2 گی کے لق ۰٠‏ ای - 2 2 ٭٭ 
ہنہایت ھیشود خط موازی این امتداد +- ار 31 گذشته باشد به بینہایت خواعدرفت 
بس شاخہ منحنی شلجمی شکل أُست , 


و بالاآخرہ انا کی ہمت منعالف صفرمیل نماید شاخہ بینہابت ھربوطہ 
: ۱ ف7 


دارای امتداد مجانبی بضر یب زاويه 2 خواھد بود : 


وحد یس آحلیلی ۱ 


ری لے 


محاف ۔ چنارکھگ ہسمت٭ محء میلئماید معادلەخطیکہ ازقطه (و,ء) )2 
منحنیگذشتە وبااین ضریب زاویەباشد نوشتہ وضعیت حد این ‌خط را بازاء ٭ بینہایت. 
ہررسی مینمائیم . معادله این خط : و )ےس بودہ 
و محور کرو را در نقطه ۹ بعرضصض ہر - پ سم لم قطع مینماید ۱ ہرای تعیان 
وضعیت حد این خط کافی است حد این مقدار راک عرض ازمبد خط نامیدہ میشود 
تعبین نمائیم 

چنانکه ہء ۔۔ سو بینہابت شود شاخہ منحنی شاجەی شکل است . 

چفانکہ مر" پڑ بسمت حد لپ مبل 
نماید خط ()|( بسمت ۸ بمعادله : 

سے ۔ل۔ ڑم سے ٦‏ 


ھمیل نمودہ این خط محاب شاخہ منحنی 





خواھد بود 

و بالاخرہ ممکن اث 45 شاخه منذحلی 
محانب نداشته و شلجمی شکل ھم نباند وابن ٠‏ 
درحالٹی است کە رء سو ہسمت ھچ حدی 
میل نکردہ وبینہایتھم نباشد مثلا دربارہ منحنی ىر وزہ ۔۔۔ بر سے ہو این حالت پیش 
و اعتدائھ 

وضعبت شاخهً منحئی سرت حا لب 11 را نقطه ہرخورد محانب ۸ باخطيکە 
از ا( ہموازات رہ کشیدمایم فرض نمودەمقدار ہے سرے ‏ پر سے ]1ڑ میباشد 
برای نعیین وضعیث منحنی نسہت بمجائبہش علامت این مقدارر اکہ بازاء ن ے پچ صفر 
میشود تعیین مینمائیم ۱ 

چنانکه ہے ۔ ہو بازاء مقاد برمثہت وھمجنین بازاء مقادیرمنفی که ہسمت ت٥‏ 


ھیل ۰ ہسمت ھمان حجد گی میلکند منحنی دارایدوشاخہه ہیٹہاہت مجاب ب ۵۸ے 


ہودہ کی ار ۱ نہا درراست ودتگری در سب این دط واقع میباشند ۰ 


ص۸8 

پس دستورات بالا را بدینطریق خلاصہ میکلیم : 

چنانکە گے بازاء × پیلہایت ہسمت ء میل کند : ء ضریب زاویه امنداد مجانب 
خو اھد بود . 

چنانکہ برے -- سو بازاءى بینہایت بسمت بہ میل کند خط ے +ترے سے 
دحا لب مُحنی مبہاشد ۰ 

برای تعیین وضعیت منحنی نسبت بمجانب علامت ےر و را۔.بازاء 
مقادیر بز رگ ٭ تعیین میکنیم . علامت این مقدار وضعیت,منحنی را نسبت ہمجانہش 
ہما خواھد داد . ۱ 

حالت محصوص ۔ برحسب یک دیدیم چنانکہ (ج,8ھ)ا0 باكشاخہ 
بینہابت منحنیکە مجاب بخظ ھ بمعادلھ: ‏ + دسالا باشد پیماید ورا 
میتوان بصورت : (0) مم ۔ل بی ۔+ حد ےر کس رو کە در آن (ع) پ بازاء دح سک 
صفر میشود نوشت . 

وہر 0 8 0 چنانکه ہنو انیم ىز منحنی را بصورت فو ق ہنویسیم چنانجہ 1 را نقطه 
ہطول س ازخط ھ بمعادلہ گے لے پر سح ٦‏ فرضکنیم کی جم سے پو سے |11 
میشود . این مقدار بازاء دہ سح ج ہسمت صفر ھیل نمودہ ودر نتہجه فاصله نقطه ١١‏ 
ازّكط 3 کا منتہیٰ سایق لتحامداملت سن مل غواعشری رازا ساحات 


منحنی مجانب ۸ خواعہد رود : 


پس از ۱ نجا تیج میشود کہ ہر گاء بتوان معادله مٰحنی را بصورت : 
بنا لہ مھت س۔۔ یں ۔+ل+ ہہرڑدے کے عو نوشت بدون م حا4 معادلەمحا ا وہ ضعت می 
۳ ۳- : : ٍ تہ 


را سیت بمجانب خواھیم داشت ۲ 
و بعلور کلی چنانکه ہتوان معادله منحنٰی را بہصورت : 


ای وت ہرم ے ...لہ ھ2 


م و 


3 
تھ سا مھ کپ 


ک0" سے مو و 5 7 ا و ا 
تو یس بطوریکہ ج بنہابت کوچٹ ہا 3 باشد محسی پھر .لہ ا دہ 


ع ات 
را مجانب منحئٹی مفروض نامند زیرا کہ ا - یو دو منحنی ہا بینہایت شدن ٭ صفر 
خواھد شد . 

رسم مننی کە معادلہ آن بصورت (۴ )کر ے و دادہ شدہ ہاشد . 

۴ برای رسم چئین مۂ:حنی دستورات ز ار را پٹرٹیب ہاپد اجرا ئمود: 

-١‏ ہا استفادہ ازمتناوب ہودن تاہع پر ور ورک تابع فور زامن تال 
لازم حہت تغیبرات ءِ را ہدست میاو رم این فاصله باید طو ری باشد کہ با تغیبر م در 
آن تما منحنی رسم شود مقاد ہر راکه بازاء آ نہاتابع ہو ستھ نمودہ بامشخص نباشد 
نیز معلو 3 میکنیم : " 

٦٢‏ مقادیر تابع را بازاء این تقاط حساب‌میکنیم . تفاط برخوردمنحنی بامحور 
عارآئ سو رك فان توافت پاکہ سام سکم ؟ 

ماعماع رر کس مل قاسلاب یی مک سر ااھط ا رظ 

این نتائج میتوان منحنی را تقر س رسم نمود . 

٤‏ برای بدست او رق شکل منحنی بصورت دفیقتر باید تغیبرات تابع (۷) حر 
را بازاء مقادیر, بررسی نمود و بخصوص مقادیر ماکزیمم وی نیمم تابع را ہاید 
بدست آورد : 

-٥‏ چنانجه بررسی علامت (ج) ”مر اشکال ند|اشته باد نقاط عطف وسمت قعر 
منحنی را باہد تعیین نمود . 

باید نادان رشدکە در حالاتیکہ(م) مر بصور کساوہ رز 1 بررسی تقعرمنحنٰی 
وضعیت منحنی نسہت ہمجانیش را معلوم مینمابد . 

آبصر ہ٥‏ ۔ در بەعصہضی حالات رسم منحنیات کمکی ز اھنما لی بزر 1 دررسم منحنی 
مینمابد مثلا درصورتیکە معادله منحنی بصورت : (تداوئا۔(واعرسےىو_ نوشتہ 
شود چنانحه منحنی (ء) کر را رسم نمائیم ہااضافہ مقادیر (ن) یر بعرض نقاط آن منحنی 


مطلوب را خواھیم داشت. 


-۷١١۔‏ 
رسم منحنی ک4 معادلە ٢٣آن۔‏ بصورت پارامتری دادء شدم ہافشد . 
6- تقاط مضاعف - نقاط مکرر ۔۔ منحلی ٢‏ کە مختصات یکی از تقاط 


ان ہرحسب پارامتر ہ بصورت : 


7 ) ر سے و )مر مر سا سی : )١(‏ 
دادہ َو اشث فرض کردہ چنانکەه بازاء دو مقدار مقتلقف اوک نستنکی ھاىی : 


() وه (ھ)و ( پ2 ) گر کک ۱م )ھر )( 
برفرار باشند نقطه )7 أ 1 بازاء دو مقدار و پگ ازباک نقطہ ۸ےہ۸ مروزرکردہ ودورشاخه 
١‏ منٰحنٰی از این نقطه خواھند گذشت کت چمین نقطه نقعطلہ مض٘اعف میہاشد ۱ تعبینٰ 


رر میباشد 


اہن نقاط از حل دستگاء (٢)‏ ثات ۱ مد و بطور کی کو ۸ نقطۂ مک 
چنانکە 731 بازاء مقادیر مختاںن 2 کہ ٭اوغۂہ از ھمان نقطه ۰ رک ٠‏ 

٦۔‏ فاخەھای بنھات - اقت نقط۸ ۰ بازاء مقاد یی پیئہایت 4 
وھمجنین بازاء مقادیر مشخص ۂ بسەت ہینہایت دورشود . وچون بررسی اہن مطلب 
در ھردو حالت بکسان ا[ست از اینجہت فرض میکنیم کہ چون ۶ بسمت ٣ہ‏ میل کند : 

اولا فقط یکی از مختصات بہنھا بت شود ۔ فرض کی کہ مثلا وقتےکە 1 


سم ں) مبہل ھمکند ل ہمنہایت شدەوء بسمت ه٥‏ میل نماید نقطله ( ٢۶,‏ ]3 شس احخهہ 


ممٰحنی محانب بیخط ۰۱ بمعادله : ہے ے ڑ2 را ہمودہ و برای تعبین و ضصعدبدت 
مُحنی لسمدوتن ہمجانب ہایں علامتکە با نر بینہاہیت و ظمحمان علامتےکە با ۱ نے عم 


ن3 بی ۰ 7 ۰ او 
صفر میشود وقتبکە گ4 باراء مقادیر کوچکتر و با و ار پإ بسمت ہ) ممل مبملند 


تآعیین نەائیم ۱ 
چنا نکه 7 بسمت 6 میلکند ہبسمت بینہایت و ہسمت 5 میل نمابند شاحه 


متحنی مجائب بخط: ءحیم 8ك خوإاھد شد. 


کی 
٤ 5‏ کو سوک کے ات * لامک با ان ۶ء ات شد 
بر ای نعیین وضعیت منحئٰی سبت بھمچجائیس عارمے با ا١اں‏ بر سىہاس سدہهہ 
۹ :_ ۰ 3.۰ سح رج ۰ 
و5 و صفر ھیشود وقتیکه برسمت ٥ً‏ بازاء ممادیر بزر گتر و ہا کوچکتر .از این 


عدد میل کند تعبین مینمائیم . 


ہ۔١۱١۸-‎ 

آبضرہ - فرض کنیم کہ چنانجه ۷× بسمت ٥۴‏ میل گند ل بمنہایت شہدہ ولٰی 9 
سمت ۔جحدی مل اد ول اہتحال سیت بینہسایہت شدہ و امتداد 08 اإمتداد 
٥ 2 :‏ و ا ١‏ 
منعا نب مبباشد ۰ چون با بغرضش کس دارای ح(حدی نہودہ و بینہایت ھم نمسباشد خط 
موازی و٥‏ کەاز :قطه (ی, 1)۶( زسم شدہ باشد دارای حدی نبردء ودرنتیجه شاخه 
هر بوطه دارای مجانب نمیباشد .: 

3 نا ھر دو مخۃصات بینهایت ہبشو ند - درایتحال ھمانطور کە در پیش 
گغتیم بایدگ را سای تنعود . ات دسمت صفرمیل کند امتدار 07" امتداد مجااب 

٦ ۳‏ ۶ 
بودەو چون لا بینہایت ھیشود شاحخهہ مر بوطه شاحمی شکل اشيقگ پت ہنہہایت 
شود اإمتداد ڑ0 امتنداد مجحاب بوندەو چرت 7 بینہایت ھمیشود ہاز شٌاحهہ هر ہو عله 
2 پا وو ۹ ۱ 7 فو 5 ۰ ۰ کا 
شاجمیٰ شٌکل اثت چنانک گے بسممت ہ٥‏ میل نماید امتدادبکه ضر یب زاوبەان 2 
است اعتذاد مجانب خواعد بود . در اینحال حدہ۔۔۔وراحساہہ مینعائیم : اگر 
یں ان بینہایت شود شاخحه شلاجمی شکل اکن بسمت می میل کند ختطل ۸ بمعادله 2 
گے -ُڈ٭ نے 1 محا نب خواہد بود برای تعییر ۰ وضعیت منحنی نسہت بمجانہش 
۰ 1 پا ۹ وو یڈ 
علامتبکە ہا ا ں 7ے از مختصات مثٹلا 9 بینہارتشدہ د3 علامتلهہ با نٴْمقدار کے سے ہرم سس مو 
۰ 5 : : ھ2 

صەر ھیشود وقتمکه 7 بازاء مقادیر ہزر دتر د ۶+07 از 72 بسمدت اەن عددحج میل 
نماید تعبین مینمائیم . علامت انتہای مجاب کە در ان شاخہ منحنی و افع استن 
وعلامت ‏ ے ۔ رم نہ او رس منحنی نسبت ہەجانب قرار دارد معلز مینمابند . 

۷ _ے ط یقه رسم منحنی کہ بصورت پارامتری تهان شدم باغد ۔ 

۱ ۔_ فاصله کافی کہ با آغبیر ہارامتر دران تمام منحنی را ذا تہ ہاشیم معلوم 

سے 
میلنیم 7 بخصوصضص چنانکه پار امتر 7 توسط خطوط مثلمُانی دادہ شدہ باكدکوچکٹرین 
دورہ تناوب مشتركک این توابع بعنی کوچکترین عدد مثبت ٢‏ بطوریکہ : 
(اووح(ط+.+غاو رر (ہائکرعح(طل+رائر 

باشند تعیین مینمائیم . چنانکە مثلا ضرایب ‏ کہ در ایر _ خطوط مثلثانی ھستند 


گال 

21 ز‌ 1 و َ 027 باقتھ اکر 1 ر کو چکتر بن مضرب مشتر أُمخر عق اکا 
یعنی و او فرض کیم ۲١‏ دورہ تناوب مشترك توابع مر و و پر اک ہود. دراینحال 
بابد ہمیشہ ہررسی نەودکە آیا ٭بتوان جزء صحبحی ازاین دورہ تذاوب مثلا ۱4ء را 
دورہ تناوب کر فت باخیر ۱ 

بس ازتیین ٣‏ کافی است 6 را برای بدذست اسَتَه امام منحنی در فاصلۂ ع٦بر‏ 
مشخص ہدامنه ٢‏ مثلا (۲ +,ے) تفببردھیم۔ 

تبصرہ ۔ چٹانکە با تغییر 4 بہ 27 تابع (۶ )ریہ خر (۶)کمرو تشابع 
(1) وه سج ح۔(ھ)وکە در آ نا وو مقادیر ٹابتند تغیبر پابند ہرای ہدست 
اوت منحنی در فاصلہ ۱٢(‏ ۔ ,"ا مم) کافی است که قوس مر بوط ہبہ (ط ‏ ,ء) 
را انتقالی بمولفەعای (ولارھ) بدھیم۔ این مطلب مثلا درمورد سیکلوئید پیش میآید. 

-٦‏ ہابدحتی الامکان بااستفادہ ازتقارن منحنی فاصلہ لازمراکم نمود . چنانکە 
بازاء هرعقدارء این فاصله بتوان مقدار دیگر ء را پہدا نمود بطوریکہە ثقاط مر بوط 
باین دو پارامتر ال و 'ا2 نسبت بیاٹ خط بايٹ نقطه قرینه باشند منحنی مزبور نسبت 
ہاہن خط یا این نقطه قربنه خواعد بود . 

وبخصوص چنانکه بازا مقادیرارے : (مکرےےداے کرو ۱٥)و۔‏ ےلاو 
باشد 0۶ محو ر تقارن 
وچنانکہ: )م کر سے( ےم )کرو(ئ۶) و ت(ے)و باخد ئ٥‏ محور تقارن 
وچنانکه ہ۶ )کر۔ سے( ےکرو ۶او -ے(م) و باشد مہداء کسر ساھارف 
وچنانکہ ؛: (ے ا ب ھ(ے )رو )مھ ) نر سے( /م) ى باشد نیمساز اول‌محور تقارن 
وجنانكکه: (ھاو --ے۱م)مرو۶۱ )مر( م6) و باشد نیمساز دوم محور آقارن 
خواہند بود . حالانیکە بیشتر پیش میآبند در زیر بررسی میلمائیم : 


7 : 7 ا 7 
چنانکه ۱ گی سم باشد کافی است ہ را در فاصله بد|هنہ ً مال 


:۰ ۱ 
) چ ای پک شر دادہ و بعں نا مربوط ۔فاصله ) ٰ1 ۔+۔ ئ٤"‏ ًَ ۔ل ١ ٤‏ را 


توسط تقارن ھربوطہ تکسل نمائیم 0 


ت6ا ات 


چنانکہ ہے رس ے سے آ6۴ کە وران ٤‏ مقدار ا ایت بہاشد فِاصله مطلوب را 
طوری اناتب میکنیم کہ ٌ رظ ات7 اقم ہاشد چنانجه ۶ دامنه این فاصلەفرض‌شود 


: ۳ - ۲ 25 : ج ٢‏ اھ فم 0۸7ر نعل 
فاسله وت ےک رر ہے ےک 
تحزیه لہ و چون بکی از أ نہا بوسیله تفارن مر بوطه ار شی نج4 میشود 
کافی است کة منحنی را در ھررك از دو فاله إخیر رسم کردہ و بعد منّحنٔی 


را توسط تقارن تکمیل نمائیم وگ7 سے سح ہاشد کافی است مننی را در 
1٦ ۱‏ 1 

: پس از تعیین فاصله تغبیرات لازم این فاصله را بواصل جزئی کہ در ا نا‎ -٣۳ 
تواہم رو وو شخص و ہوستّه باشند تجزیە نمودەمقادبراین تواہعرابازاء 2 کہ ہسمت‎ 
۰: حدود ادن فواصل میل کند رھمحئین درصورت لزوم بازاء ز×ن سے ۴۲ر حساب میکنیم‎ 
سیِس ببہروسی شاخہ ھای ہینہایت میہردازیم بعد ازا ن آمام امللاعات کہ مکی اترگ‎ 
) ازدوی توابع/7 وو بدست اورد(علامت < ون وتقاط برخورد با محورها وغیرہ‎ 
را و حنین زط برخورد ماحنی ہا مجانبہا را در فور بآسائی ہبدست ایند‎ 
۱ باد داشت مکیم‎ 

ساشین أو قات با بدستن و ر‌ دن ۱ نجه کہ تابیحال کفتہ سد ممکن ات محنی 
را زسم نمود ۰ ۱ 

27 برای رسم منحنی بادقت بمشتر باید تغیبرات توابع رو ورا بررسی نمود: 
و در حالتیکە اط مضاعفی بنظر مر سد باید ۱ نہا ر‌ إٍْ تعبین نمو اج 

۱ ہے نو ا 7 ٦٠‏ ۱ 

درصورتیلهہ نوابع ى)خرو (2ھ) واحازە دھند تقعر منتحنی را باید بررسی 

کرد ٠‏ عمانطور کہ در موزد منحنیات (م )ا مر سے ل7 گفتیم ابن بررسی جنکن اِآست 
ورضعبت منحنی لسبٹ بمجانیہا را ہما بدقد 2 
مثال - سیگاو ید - صنحنی حاعل ازحرکت نقطاےہ 1 ہلت دایریے چنانکە اٰن 


دایرہ ہدون سر خدوردن درروی ہلت خاط ابتی دور ہز ند سیکا وید نامیدہ میشود ۹ 


۔-٭٢٢‏ نت 
خط ثابت را محور 0٥‏ وامتداد حر کت رإ امتداد ھثبہت ان و هبداء مختصات 
را یکی از تقاط ء0۰ کە در حین حرکت دایرہ منطیق ہر ل8 باشد فرض میکنیم . 
محورز ر0 زا در ھمات سمت داہرہ نسبہت به 272 راستادار کردہ و٥‏ را شعاع 
دایرہ میگیریم : 
و کے ہہ دایرەرا ب4 ۸ و18 وصل کردہ ویادا ور میشویم کہ حرکت این شعاع 
در جہپت عکس میباشد : 
زاویه ) اوت . آاا نہ ۱ را ہارامتر گج گرفتہ ومختصات ۷ را لسبہت ان میدویسیم : 
1 : 





0 0 ۸ س7 0 


ہدہن منظور دورہ 0٥۷‏ 0۸ را روی 07 و 057) آص زیر میہنیم : 
(0۶, ]ا[ ) 0۰ ۔ ۔۔-ے سے رز (-(, لام ) حمں ہر۔ے ۸ 0 کر (١)‏ 

چرن دایرہ ہدون و خوردن روی ×0 مجر خد اس عاول ف0 مساوی فوس 
)۸ء یعٔشی ر1 خواھد ہود 
۱ : ۱ 7 : : 
ازطرفی وت٢‏ ۔ے ےم ۔لہ چت ے ۲5۸ لہ ( زرڑرجی و)) - (ر0, رہ6) سے (ر)), لام) 

چڑ تر لے مر ۔۔ پر وگ۲ ۔لہ (اڑوں, 0 ) -- (0۶, 0۶) کے ( ئن0ا, ا(ھم) 
بودہ وازا جا : ر وروی ۔۔ سے (ب() ,1ہ ) موب ., موم ۔-۔ سے ( 71,0 (ر )حم 
میماشند ۰ چنانکە اچ فرمولہای (١ٰ‏ مقادیرشائرا فرار دھم دستگاء : 
(7 جوم -ص ١)ے‏ سے ڑ ہے ورڑی سے سے پر )٦)‏ 

کہ نمایش سیکاوئید را مبدہں خواھیم داشت ۵ 


چنانکە دیدہ میشود توابع جو ئ بوسته و مشخص بودہ وچنانکہ یھ 7 موی 


مرو تک 
منساوی ٢5‏ ہدھیم تو تغییں نکردہ وبه م باندازۂ ہ ہ٢‏ اضافہخواہدشد اڑا نجا نتیجه 
کرد کا ھمکاز بہار ری ساریٰ کہ سک ایز آپاسطاكف 
انتقال موازی <0 و مساوی م٢‏ نتیجە میشود تشکیل شدہ است . این نتیجه از 
تعریف ھندسی منحنی نیز واضح میباشد . جدول تغیبرات تو ابع مہو زدر حالکہ کا 


ہن ٢7۳(‏ 7 ا 'تغبیر نمابد ہصورت زیر میہاشد ۰ 





چنانکہ تقاط (ر یی ) ۲۲٣‏ 7 .2 

مربوط بہارامتر و (ور'ڈ ( ۲٦ ٢ ۷ ۰ ٠‏ ٰ" 
000 گا ور یں در ہش تو 000 

مربوط پارھترے - ج٢‏ رادو ٴ7 : یت ٗ" 


نظر 020 ازدستورھای )٢(‏ 7 کے ٠‏ -۔ ...ا 





تتیجه میشود کہ ٤‏ نے ت٠ ۲٢ ٢‏ و گ۷ 
ہو سے 'لڑ سے چر۲ سد 
!سس از ۱ نا خط 8 ٌ بمعادلہ ے ہو سد کر محور تقارن منحنی خواہد بود : 
2 


کر 0ے 


ضریب زاویہ مماں در بات نقھا۸ 7 :۰ ُ۰ سے ۔ ہس سیہٹہ پولےہ 
1 ( 7 ہیں --) ہس ۲ : 


وازا جا تج میشود کہ هماس در نقاط ٥‏ وڈ موازی زؤ مباثد درھر قط4 ۷ 


ع مشخص زاویه ۱ ۵ آ17 ) ہساویء بودہ وزاویہ ) ٗ2 ۰ 81 ا وا مساری ان 
گ2 بی 7 


(و6, 118) مساوی 1آ خواہد بؤد, پس از ا نجا زاویه (108, ٥۶‏ ) مساویَ ٣“‏ 


کے . : : 20120-+8+7 ٌ و 
بودہ ویا | نکە ضریب زاویہ 18ڑھساوی حُ- 5اە*<( ح۰--1ح-) و خوآھدشد. 


در ننیجچه 1 منطبق برمماس در 1 عیباشد . بس از اس کات شّد بٹہجه ھیشو د کہ 
مماس در یکنقطہ 1 سیکلوئید از شطه ظط کە ہا ۸ روی يك قطر دایرہ قرار دارند 
پگٹردا: 

تعریف ۔ خمھای اوئیکو رسال .۔۔ دربن خمہای جہری بت طبقه مخصەوص 
یافت میدودکه خحمہای اونیکورسال نامیدہ شدہ و دارای تعریف زیر میبہاشند . 

ھر منحنی کە مختصات با و ئز آ2 | بتوان برحسب تابع منطقی ازہك پاراعتر ہ 


رف او یکررزسال میہاشد ۹ 


۔-١٢١۔‏ 
ڈیہ - ھرمٗحنٔی اوزنیگورسال بل منحنی جبری اہنت 7 
زیرا چنانکە بارامتر را بن مخعتصات این خمہا حنذف کیم رابطه جبری بان 
و خوأ|ھیم داشت . 
٢"‏ رسم منھنی ک4 معادلهہ آٗن نا بع ضمنی .از بر بر باشد. 


. ۴۸٭١۔‏ شاحہ ھای ابنھا بت منحئی جہری که مھعادلھ ان بصورت تاہع 


ضمئی دا شدم باشد 
اەقداٹ محا لب ۔ منحنی ) را حبری وازمرتبه لد بمعادلذ: ہے (ق, )کر )١(‏ 


فرض کردہ اہن ناہ مکامل واز دذدرحهة مہ ہودہ وآثر ۱ بر سب فوای نزولی ہصورت 5 


۴٣۶۳ص‏ ۴+ ئ۴ اوت ہس لہ (طرج) _١‏ ٣ك٣۷,۱۰۰۱۷۶(۴‏ 
۴ 


2 ۰گ مقدار ثارت و( ظر۳ ۴)"م"ُ۷ مجموع حملات درحه ۶ خواھند ہود . 


چنانحہ نقطلہ 1 ما حجہ بھ ہینہایت رود وشاخهُ را کہ میپییماید دارای امتداد 


ی 
مجانب 0۸ باشد خط ]0 درحد بسمت ٥0۸‏ میل خواھد نمود . 

ہپ ات راکوسینوسہای ھادی ں 0(۶ گرفتہ مخعتصات 1 نج کب روہوہ کہ 

در معادله منحنی صدق مینمابند واز آت : 

ح-.!صج+۔ (مرم) م ٣.۰٠٠.۔٠۔-‏ رقرہاں۔-_ی۸م جح ٠:8۱(‏ 8أ پ )٢(‏ 
خواھں بود . پس از تفسیم طارفن پر کن ماف نک :-< - بازاء ۷ در بینہایت 
صفر میشود و ؛ٹ سمت 8'4 کو سینوسہپای ھادی . 0 میل م"ءوکلنند 
ہے( ٣٢۷,۵‏ عم شدە واز آنحا نتیجه میشود کە مختصات ھر نقطه ۸ػ۷ در رابطه 
مے(ئ۶رع)یي)۷ی (۲) صدق میکند . 

و ترکسی ۸را پکی از خطوط دسته کہ توسط ۳( نمایش دادہ شدہ ذرض 
کرد؛؛ : 7 را کوسینوسہای ھهادی آن یکو ,. خط را توسط کک ع 
ھادیش یم 7 ر فرض کردہ مختصات نقاط ہر رخورد (و() بصورت یں ؛ ٹپ کە در آن 7 
باکا سهسا1۷[(:.4 امت رف شر کاتک پوو رومیت 4+ این کان 
)),)٥٤1,0۵(‏ ہسمت (8ب۴۷) ب,:/) کھ صفر مبباشد میل کردہ ولااقل ہک ی ازریشەھای 


معاد( ۰( بینہایت میشود و از 22 بکی از زنقسکاط ہرخورد خط وو بة بہنہاہت 


نات ْ 
خواھد رفت ودر نتیجه ابت میشودکه ۸ امتداد مجانب ٣‏ هیباشد . دستور زیر از 
آ نجحەکەگفتہ شد ہبدمت مبآبد ١‏ 
دستور۔ برای نت اونگ معادله دسته خط امتداد ھای مجانب خہجبری٥)‏ 
کافی است مجموع جملات بزرگترین درجه (زو,ج )کررا مساوی صفر قرار دھیم . 
ھمحنین بابد او رشد کە معادله )۲( ازفراردادن ہ - ۷ در معادلہ سن 9 
بدست میآیں :۰ 
چنانکە (۶,۶) مم را بعوامل درجه اول تجزیه نمودە و مثلا(وے۔- جی) 
معادله 0۸ باشد این |متداد مجانب را سادہ ء مضاعف ویاازھر تبه مر ام گویند برحسب 
آنکكه (۶,٭) پر بخش بدا بر ( وم ) پاہرقوہ دوم وباقوہ مر (م اہن‌جملە باشد. 
و یا بزبان دیگر امتداد مجانب ۸ از مرتبه حر ام است چنانچہ خط بینہایت 
خم را در ىر نقطه منطبق ہر نقطه بینہایت این امتداد قطع نماید . 
تیحةہ - کا ( ,ےم مقدارعس را درفاکتورداشّہ پہاشد ون امتداد مجانب 
خواھد بود. ضریب زاویەھای ‌امتدادھای مجانب ریشە ھایمعادلہ۰ >-(۱۱۴) ۸م میباشند, 
بردردسی شاخ4 بینھایت مربو ط بی امتدان مجانب 
۹- (متداث محانب ء امتداه پکی از محور ھای مختصات است . 
فرض کنیم و0 امتداد مجانب باشد پس ( ۶,۶ ),) دارای * درفاکتور اسثق 
و معادله در اہنحال بصورت : 
ہے کک رو رت دج شد سے وو ےڈ 


نوشته میشود . اگر سے( معادله مجااب باشد چنانکە (و, ٭ ) ۷ روی شاخہ 
۱ 
هر بوطه ب۸ سنہایت رود + دسمتٹ - میل کردہ 7 بسمت صفٔر وطرف ارول معادله : 
۱ 
شی از یلیج ال ار بے )و سے 7 : 
( رو ۶ مب جو سد ا۶۔-۔+ھ) ےہ )٥(‏ 
بسمت (مہ) ہو میل خواھندکرد پس اپ نجا نتیجه میشودکه : حا رم) ہو است. 


پس | نجە کە گفته شد با دستور زیر خلاصہ میکنیم 
ٹدستورے چنانکە ن0 امتداد مجانب ہاشد معادله دستە٭خط مجانبہ‌ایموازیر0 


ازصفر کردن ضریب بوژ ػزین درجه ہو در معادله سے زی )مر بدست میاید. 


ہ۵٢۱١‏ 
دستور دیگر نظیر 2 میتوان برای مجانبہای موازی ٭٥‏ بیان لمود ۔ 
آصرہ ۔ ے را رہشه سادہ وحقیقی (ع) ہو فرض کردہ چنانجه ہو بینہایت شود 
فقط پکی از رییثہ ھای بج معادله (ہ) ہسمت ‏ مھیل خواہد کرد این ریم حتماً 


یئ (6) مجحا اب 


حقیقی بودہ و از آنحا نتیجہه میشود کہ در چنین حالت شاخه منحن 
بخط ےس ٤ا‏ حقیقی بودہ و بخصوص این وضعیت موقعیکە ىون امتداد مجانب سادہ 
خم) باشد اتفاق میافتد . 
وضفیت من×نی اسہت ہمجا ب ۔ خط ےس تج را معادله مجاب موازی وہ 
گرفته اگر نقطه (ئ۶,ء ) 8ا بە بینہابت رود ہا قراردادن -- 
‫ٰ ۱ 7 
وت ۔ کا (ہ) 


مقادیر ھ و و بسمت صفر عیل خواھندکرد . چنانکە درمعادلہ منحنی تہدیل )٦(‏ 
را بنمائیم معادله حاصل کاو ٹن -ھگھر ر عارھ آزل آآکبازہ 
ہ٭حب رح ںو صفر خواهہدشد . پس برای ہررسی وضعیت منحنی نسبت 
بمجانب‌کافی است چنانکە یکی ازھتغیر ہای |م و یا ,ہو بسمت صفر میل کند علامت 
متغبر ڈیر راکە ان ند مت ار میں کو تعیین نمائیم . 

مر آبه نقطه واقع در ہہنھایت _ طبق معادله )٤(‏ ھرخط موازی سو ؛ منحنی 
را درب ۔۔ ب نقطە درفاصلہ نزدیك واز ا نجا در مر نقطه واقع در بینہایت قطع مینمابد 
س از نجا نقطہ بینہایت واقع درامتداد و0 برای منحنی ازمرتبه مرام خواہد ہود, 

۴ امتدا۵ مجائب موازی پکی از محودھا نمیباقد - ء را یکی ازربدہ 
ھای حقیقی مخالف صفر  ))١۴(‏ و( ,)لا را نقطه واقع روی شاخہ 
بینہایت :)کە دارای اھتداد مجانبی بضریب زاویه ء عیباشد فرض کردہ برای پیدا 
کردن خود مجانب حد 8 سےء -- یو را وقتیکە بینہایت میشود پیدا میکنیم 
ہدین منظور درمعادله ‏ سے(ئو م)ر بچای ومساویش “۵ +<ء راگذاردہ 
و چون (۶,۶) رم جملہ (٭ء ۔--و) را در فاکتور دارد بصورت : 


(ریعھ) ورجے-ج)ے(عھعھ)یم نوشته میشود . و چون بجای ہ مقدارش 


رافرار دھیم ضریب ٭ در (۶:۶) يہ منتہا مساری ہِ ہؤدہ و در جملات بعدی مثُلا 
ا( کك۷۔۔۸) آران جب کت از مہ بودہ و معادله حاضل : 

۶ ک (۵) یر ہت ےہ [کے|و ا2۶2 ج۔(ن۵) ہو 2ھ (ت) 
نوشته خواهد شد چون طرفین این معادله را ہر 7۶ بخش کردہ و ب را مسباوی 
ابتابت کیم مقادیر 7 ریشةھای (4) مو خوامند بود. وبرعکں,اگر ے ریشڈ۔(ھ) ہو 
باشد چنا کہ '۵ ہسمت ہے میل کند ہك رہشۂ ہ معادله (۷) بینہابپت۔کواهد شد . .پسں 
دستور زیر نتیجه میشود : 

ڈستور ۔ ضررپ زاویه مجانب یك خم جبری راء فرض کردہ عرض از مبد 
آ شاب ر رتا ھی سگرن ہو سال کافع اما اما برا 
افرار دادن ۳( ۔|۔ برء سے و در آن خواھد ہود . 

آبصرہ۔ چنانکه ء ضریب زاویہ یك امتذاد محصانب سادہ و حقیقی ہاشد 
(۵) ہو نیز دارای بك ویشة سادہ و حقیقی بودہ و یك شاخه سادہ و حقیقی.منحنی 
مجانب بط ۸ خواھد ہو 

وضعیت منحنی نت بمھائی س برای ہررسی وضعیت عنحنی .نسہت پیا 


مجانب حقیھ بمعاد لہ ٌ مگ سلہ 51 بج ےت 2 باہد علامت إ ٗجبہ ار سج را ہرور سی 


گ 
نمود, ابن مقدار وقتمکه ا0 ہینہایت رود صفر شدہ و چون کس رم سے بی پر حسب اط 
از معادله (۷) بدستن میآید میتوان تبدیلات : 


۸5 
و ۔۔ کے سے آ0 سے سچ 
0 


را در معادله نمودہ و بہمان تر توب کہ پیش در مورد بکہ امتداد مجانب موازی بی 
از محور ھا میبود عمل مائیم ۱ 
ھمجنین میتوان در موردیکە فقط یکی از ریشه ہای ٭ معادله (۷) بینہایت 
میشود ملاحظہە کرد کە بازاء ۵ نزدیك به ‏ این ریشەھمان‌علامت مجموع ریشەھارا 
٦ )‏ 


تہ وبا آنکه وی میں سب ہت وا شر 
8 و علام و را خواھد داشت ۔ 


۷۷- 

مز آمہ زط واقع در بنا ات ُ معاذله (٢)‏ را میتوان معادلہ 7-7 ھای نقاط 
ول خم پ0 وخط ۸۵ ہمعادلہ ہ0 ہل 7ڑ سے ہو 3ا سیر چنانکۂة ھا تیر مشخص 
باشد تعداد ور - ور ازاہن نقاط درفاصلہ نزدیبات بودہ ودز نٹیجھ اھر تبه نقطہ ٹہایہت آ7 
خواھد بود .و از ۱ نحا مجانہای مر ؛وطه خطوطی خواھند بہود کە ضریب زاوبه 7 

شاحهہ ھای شلهمی شکل سے مز را ھر 7ة نقطہ 2 واقع در سنہاہت 23 ا[متدادی 
بطریب زأوبہ ‏ فرض کردہ عدہ نقاط مشترك خط بینہایت وخم ) مساوی هرتبە و 

٠ کا‎ : 

رِشه 2 معاد لہ 5ے ) ٤‏ +1 ) ر)٢‏ بودہ و؟9 لااقل مساوی 2 میٛاشد جنا نكه 7 ص200 
از 7 بہاشد منحنی دارای شاخەھای شلجمی شکل درامتداد مجانب هر بوطهہ خواھدبود 5 

۹ ےن حار یہ رسم منچنی ک4 معادلهہ آآن بصورت ٹم س(ی مم )کرڈاٹہ 
شدہ باشد ۔ برای رسم چنین منحنی باید ہترتیب بررسیہای زیر را ہنمائیم : 

آے چنانکە منحنی جہری واز درحه ہ ر دارای نقطه مکروے از هرتبهة --١‏ ور 
در فاصلہ نزدتث باشد مبداء مختصات را ہدان نقط۸ بردہ معادله حاصل بصورت : 

کا ھ). 1ق جن ) بر ]ا 

نوشته خواہد شد جنانکه فرار دھم : رے ےپ مختصات نقطۂ از منحلے تابع 
و و : ر ج لا یا یں 
منطقی ار شہدہ و ھمانطور کہ در رسم منحنی کە معاد لہ اق بصورت ہارامتری با ند 
منحنی را زسم میکلیم : 

وھمجئین ایق اگ مُحنی دارای نقَطہ مک ازھر تيه سا وو اخلی ہنہایت باند 
فرض کنیم کہ این لقطہ در اإمتداد محےحزم 1۱و واقع باشں چنانکە منحنی را با خدط 
ٰ0 لم ب۲×ےڑم" >ے پر قطع نمائیم ١۔۔ے‏ ہزم نقطه برخورد در ہنہایت و بات نقَعه در فاصاہ 
نزدبہك خواہیم خاثنت در سح چنانکہ در معادلہ مُحنٹی بحایبز مقدار 0ہ ہل ہے را 


فرار دھیم معادلہه درحهہ اوا 


یىی برحسب س بصورت: ھ ‏ ےے(۵) و( او 


داشته وار ۱ نجا مقادیر و بٹر قیب : 
(3) و )(0),و9 


: تو فیا ات وھ ہے ممستاھت حیم سے و کو (ھیں شہ۔ 
۸0 لہ - 2 لا ) 7 1 و 7 حو 


۔٦٢۸-‎ 

حال فرضکنیم منحنی ازدرحه یہ ودارای نقطه مکرر از مرتبہ ٢‏ - ہہ درفاصلہ 
نزدباک بد . این نقطه را در مہداء مختصات فرض کردہ خط ہرے سے و منحنی را در 
دو ثقطه بغبر از مبداء قطع کردہ ومختصات این تقاط از معادلات : 

0 :1 ہٴ؛٠ٹ‏ ۶ھ )١(‏ 
۱ جو کرس ابچ ۱ )٢(‏ 
ہدست میآبند . شکل منحنی مطلوب از بحث در ریشہ ھای معادلہ )١(‏ چکانکە ؛ 
از می ۔- تا ہہ ۔ا۔ تیر نماید ہدست میآید . و ھمحنین است ای منحنی ازدرجہ ہ 
و دارای نقطہ 2 اي هر لب ٣م‏ رر اھتداد ٭ حبڈء - بپ باشد چنانکہ بجای سز 
مقدار 8 ۔+ ہے را در معادله قرار دھیم معادله درحجه دوم : 
٭ -ے (۸() پو+۔(۱٦() +٣‏ (۵)و ٢ج‏ 

٠ 5‏ 
ہدست آمدہ وکافی است‌ کہ ا نرا برحسب 8 بحث تائیم 

٦‏ چنانکە با ھیحیك از طریقه ھای بالا نتوان معادله را بصورت پارامتری 
نوشت معادلہ منحنی را سبت تی ازمختصات ملا وھر ات کو دہ ودرمعادله حاصل: 

٭- ۰.٠۰‏ (ج) ص؟ ”ھئ۔(ج) م ۱٣۶ئ٢‏ ۵۵م ۶7 

حقیقی ہو دن وعلض مقاتیر را بازامقادیر و کہ اووحت ۶ا 206+ غبیر میکند 
ہررسی مینمائیم از این بحث شکل تقریبہی منحنی ہدست خواهد آسر 

_٣‏ شاخەھای بینہابت منحنی را بررسی کردہ ومجانبہای مر بوطہە را درصورت 
موجود بودن ٭ییاہیم . ٰ 

٤‏ ۔ از دستورات زیر ہرای سادہ شدن رسم منحلی ھرچه ممکن باشد بابد 
استفادہ نمود : 

اکم 1-٦۰‏ چنانکہ ا تیر و بە × - ور ہار - معادله فی آغبیر ننماید 
منحلی سہت ہمبداء مختصات قرینه است . ۱ ۱ 

این قضيهہ واضح و در ابنحال کافی است که نصف منحنی مثلا قسمت مربوط 
0 مثبت بج رارسم نمودہ و بعد منحنی را بارسم قرینه نصف اول ٹسبت بمبداء 


مختصات تکمیل نمائیم . 


نان 


وم - چنانکہە با تغبیر ء بە ع ۔ مصادلۂ منحنی تغیبر ننماید منحنی ئسبت 
بمحور و0 قربنه است . 
زہرا بازاء دو مقدار ” مساری و مختلف العلامه دومقدار مساوی ل از معادله 


سر 


بدست آ مدہ و در نتیجه بازاء هر قطه ( ,۶ ) 1ڑ منحنی نقطه ( ہوں٭ -- ) 2 


قر ہن4 ان سبت 21 ج0 خواھیم ات وك اہنحال ھمکافی (إست کہ قسمتی ازمنحنی 


را بازاء مقادیر مثبت ٭ور سم‌کر دہ وبعد ٹر بنه 21 )|| نسبت بە ون برای تسین منحنی 
رسم نمائیم ۱ 
اسوم ۔۔ چنانکہ ہا تغیبر ہو به ہو - معادله منحنی یر ننماید منحنی سبہت 
به <0 قرینہ (ست . 

اثبات این قضيه نظیر ابات قطيه قبہل میباشد ۔ 


:۶ ۰ لم ٤‏ ۰ ۰ 7:7 
چھارم ئ5 چنانکە ہا نغبیرں ٢ص‏ ہہ ڑوج ۶۹م معادلہ منحنی نخبیر ننمابد منحنی 


سبہت بہ نیمساز اول فرینہ آست-: 
زیرا شرط لازم وکافی برای آانکە دو قط4 (یں )و (ی, ') نسبت بەنیمساز 
اول فرینہ ہاشند ۱ نستکە سی ص کو ٭ٰ س رو باشد 


انرم - چنانکه با نغمیر 2 ب رج -- وئبز۔ یھ سے معادله نقببر ننمابد مصحی 


مر بوطله لسبت ب4 سار دوع فرینہ خواھد بود : 
۰ انی ا 7 . : 9 . : 
برا برای نله در نمطه زوا ض)( و ) و (٠‏ سیت ب4 نممساز دو محورھا 


فریله باشند ہایستی ٰ2 ۔۔ سےا ؛ او 3 صا و ہاشد ٠‏ 


< ۔ طاریقهہ نوا .< در بعیْ 


کی م حالات رسم مصٌحئی بطر قه نواحی شکل 


3] 

منحنی را بزودی ہما خواعد داد . چنا۔کە بتوانیم معادلهُ منحنی را بصورت 
سر نقکرت چو ھچھنا ہوروا ٌوھجت یق مھا 
فور الج ھائی ھستند بنوسیم منحلیات ہے ۸ر مس تڑ اااٴ سہ ا( 
را رسمکردہ نواحی از صفحہ کە مختصات نقاطشان دو طرف معادله بالارا مختلف ۔ 


وحد لی .7 آحلیلی ۹ 


0-71 ٦ 


العلامه و ھاشور میز ٹیم ٠‏ واضح است کہ هیجیت از نقاط منٰحئی دراین نواحی 


0 نشدہ و فقط ازنواحی که ھاشور نخوردہ است خواھد گذشت . ازطرفی منحنی 
ازتقاط برخورد متحنی٭ تن ۸ ہا منحنیات ہ ےھ ؛ ہ ے-ے 2 اهہ- 2ھ ہے نز 


میگذرد و ہدین تر تہب نقاطٰی چندکە منحنی از ان‌گنث:ہ ونواحی کہ در ان و اقم 


است خواھیم یاشقتہ, 


ے 


وم جم جھ چم جم چھ جھ جھدے 


بخش دوآزدھم 


۰ ۔ کگلیات - در صفحهُ راستادار محور وس رشان زرارری ان فرض 
کرد گوشہ قطابی نشطه :1( مقدار خبری کوشہ ۵6 پکی اززوایای ۔حاضل' ازامتداد × '٭ 
ہا یکی از امتداد ھای راستادار بکە روی ]( 0 انتخاب پذیر است عیبساشد . شعاع 
[ن سے ۔ ہودہ واین مقادیر ء و 0 را مختصات قطبی نقطه 1( نامند. 
این مقادیر وضعبت نقطه ]( را درصفحہ کاملا معین مینمایند . 
فاصله دو نقطہ ۔ نقاط ,1( و :1( را بمختصات قطبی ۱ء ر :0 )وہ )٦:(‏ 
: : سے چ۔ ج ج ںہ 
فرض کردہ فاصلہ اہن دو نقطه از بستکی ھندسی : 71 -۔۔ لن سے پل ا١‏ 
رافک سا وك : 
۱۱[ --۵۸) وو پس۔ ۷+ سر سض ا 
چنائکە محور ہو0 را عمؤد مستقیم به 0 بگیریم دستگاہَ کارتزین حاصل را 
رسکاب رط رستگا طل موجن ٢آ‏ باہتگی دای 
1 اھ -ح رز ووی مک رز 
برقرار میہاشد . 
طارز نمایش با منحنی برای نمایش یك منحنی. درمختصات فطبی میتوان 
خواہ پیکی از مختصات آن مثلاء را برحسب 07 بصورت تابع (ں)عرحم دادہ 
و یا آنکە ھردو آا را ہرحسب پارامتری مثلا ک ہنویسیم : 
(ھ) و - 0 )7 )ع7 سم 


۴٣ت‏ 
١‏ ۔ خط مماس ے مماس ۵رقطب ۔ منحنی ١‏ را ہمعادله قطبی 
(۵6)عر حم )١(‏ فرض کردہ برای آنکه این منحنی از قطب بگذرد کافی 
است کہ ہازاء ہلت مقدار 0 تابع )0 )ار مساوی صفر شود ۰ 
فرضکنیم بازاء پم :یح ) 72 )گ۶ر بودہ چنانکه 0( بسہمت 6 میل کند نقطہ 1 
ہسمت 0 میل کردہ وخط سمت 01 بمعادلہ پم - 0 میل خواہد نمود. 
بس از أ نجا نتیجە میشودکە : 
چنانکه بازاء یم سے ( اھ سے سے شود منحنی از قفطب گنٹتہ ج خدط سں -- ۵0 
مماس بر مٰحنٰی خو اھداو و 
جنانکہ معادله ٭ سے (0)عر دارای ریشەھای 2 رہائد این معادله نمایش 
دسته مماسہای شاخه ھای مختلفی که از 0 کت ند خواھد داد . 
مماس در ہا زڈڈطہ بر مشخص سے معادلہ خم 2 را 23ھ ڈو تا قطہی 
بصورت ہارامتری فرض کردہ نقطه ].( را مر بوط بمقدار ہ پارامتر گرم مختصات 
فطہی لام“ اہن نقطه توابعی از پہارامٹر بودہ 
جج مخٹتصات کارتزین ان : 
0 چرزی - سس 0 مع نل سے مر (١)‏ 
خواھند بود. چنانکہ دیدیم مشتیھندسی 0٥‏ 
۱ سر جے 7 
ھمماس ہر 0و( بودہ وچون! نرا ب۸ تب نمایش دھیم 


سم 


مژلفه ھہای ان نسمت بہ 0۳۶ ون مشتقات 





سن و ٰ میباشند. .- و ٰ(0 رامشتقات و 0 نسمت 


بە 7 فرض کر دہ این مؤلفه ہا : ش ٤٤‏ 


(؟-۔+٦٥)٭ہ‏ ۷۔۔۔ نا ودہ او کان 





)۲۳ 
7 : 
یس 1 ) ورڑی !0 نر لہ 0) چرزن کر سد ' 
) . - 0) وواہ ا 1 7 





۱ ج ںہ 
خواھند بود۔ یپس میتوان ں‌ را مجموع ھندسی دو بردار کہ اولی سن لے ووائع رروی ہ0 


۴٣ت‏ 
کےه ہزاویه قطبی است 2 دیگری و .ذو واقع روی 0۷ کہ عمود مستقیم بھ ٍ02 
'میباشد فرض نمود . پس طبق کی های (۳) مقادیر جبری ۔'" ر (“ 
أ ہر -ے 96 2 5 .- سے 7 ں 
خواھند ہود زیرا ابن تن ھا را میدوأآن دستور ھاىی آبدیل محور ھای مختصات 
جے 
نسبت بتصاویر بر دار 2 فرض نمود : 
ۓگ ٰ پا 3 ۰ 
از | نجا نتیجە میشود کە چنانکە ۷ را اندازۂ جبری زاویه 31ن ہا مماس ١۱۷‏ 
نقطه ۸1 بگبریم : (17(,ر ×0 )ح۷ ےر سے سے ٢٣‏ 0 خو(ھد شد ۔ چنانکه 0 
۰ یں ۰ 
را ہارامتر قرضش نیم یعنی منحنی بصورت : ( 6 رس م اذھ شده باشد 
رڈ کے ےج ۷ ر7 مَستاقك ۱ 
لد سیند 
۳ ۔ تحت مەاسو تحت قائیم قطابی - چنفانکە 0۷ را بازاویہ قطبی 
7 مروز دظیم رز نقاط پر جتورت مماس و قائم تقطه لام 0 1 را با این خط 
بترتیب به "1 و آ نمایش دھیم آر را تحت مماس و ٢‏ ں‌راتحت قائم نقطۂ 1ڑ نامند 
2 نے : تس 
برای ہدست ا وردن ازاں کافی است معادله ھماسیرادر دستگاہ "(ء, نَر) توشْمْه 


(م ں<) لہ حے ٦‏ ونٹا ۲۲ا۱ ×) سدلا 


7 سم ۱ ۱ 
ودر ان ×× را مساری صفرکلیم ازا نحا: ت0 ہے خواهد شد . 
در اہن فرمول متغیر زاویه 0 گرفتہ نلدھ ‏ است' 


ہرای محاسبہ تحت قائم بہمان تر تیب معادله قائم را نو شته ودر ان سے ×< 


قر ار فیدھیم ۰ 


معادله قائم : ) مو سے :1 ا کت سے ہے 14 و 75 ۷ ی٥‏ ) سو سد ڈ5 ا سے سے 7 
واز ۱ نحا مقدار 0۷ : رس ۷ط زا خواھد شد . 


ازاین دستورھا میتوان برای رسم خط مماں در نقطه ۷ استفادہ نمودہ ہدین 


منظور آحت مماس ویبالحت قائم را حساب کردہ ومماس در نقطه ١]‏ را رسم مینمائیم : 


-ى-۱۳۔ 


۹۴۰ - معادلات خط مماس وخط قائم کچ چنانکەہ معادله ھماس نقطه 
۱ ےا ۰ 
(ء,0) ٥87")‏ رادر ذسگاکاناریخ 0,۶7۷ نؤشتہ ۱ ہر ن۔ + یم 
ودر ان وا رابتریب (0-ھم )٥ں‏ و (0--م)ئدہە, قراردھیم 


معادلهہ خط مماں در نقطه 1 را خواھیم داشن : 


(0۱ - وم ) 09ہ "ھت سطلہ() -۔م) وچں ٠‏ سے - 


در ابن معادله 06 و مہ مختصات قطبہی۔نقطہ غیر مشخص از مەاس مبائند ۱ 
خر 
بہمین تر ٹیب معادللہ خدط قائم نقطھ: 1( ذرڈستگاء گ‌َ۲)"( : 0۸ : 


1 5 
1ے ا سے 
0 گ0 





بودہ و چون ھمانطور کہ کت م عمل کیم معادله خطا َ 
٦ ۱‏ 
) -- 0 یچ 0 سے چو مت : ۰ 

() ےد ) جو 7 ۔ل۔ ) ہم -- 7 خواہد شد . 

۴- مجالبھا - نقاط بینہایت منحنی (0 )عرسے ۔ تثقاطی ہستند کە ۔ 
بازاء مقادیری از 7 ہینہایت سشود و نیز ممکن است کہ بازاء تن سے () مم بہنہاہیت 
شود در اہنحال امتداد مجانب وجود نداشتہ و ملحنی بینہایت مر تبه در حول قطں 
دوران‌کردہ و در ہر مرتبه فاصله ان از قطب زباد تر خواہد شد چذین منحنیات ر| 

در حالت کلی کہ 7 ہبسمت ما میل نمودہ و۶ ہینہایت شود خجط ہکہ ۵ زاویہ 
قط۔ می 7ر باشد حیں ۸ 0 ہودہ و در یں امتداد محصاب خواہد ود برای ہدست 
: وردن مجااب بن ان تر تیب عمل میکنیم 

خعط <0 ہزاویه قفطہی 7 را امتداد محاب فرض کروم ا نرا ؛ زاویه ۔ رن 
ذوران میدھیم امتداد 0٦‏ حاصل ہزاویہ قھاہ ک ۔,) خوآہد بود . خط 1( را 


'عوازی لزا مرور دادہ بنا بتعریف حد ابن خط وقتینکە :بہ بینہایت رود مجانب 


ت۵٢١‏ 
مبباشد سے ہرز ای نعبان حں آن حجں ورں۔ 
راکہ ش0" فر ضکردہایم حسابھیکنیم ۰ 


پتنے من ے 
حال ۶ع ں.:صویر روی ۹۷ ودہ و 





ش٤٤‏ 
(0۔-٣0)‏ سے سے (0۔ تج --0۸) مم ۷ , 0(0 ) ٥ہ‏ 011۰ -د ج0 


در نتہمجه مقدار ہ کەتحتمجانپ نامیدہ میشود حدمقدار (ے(0 --0) روڑی۔ سح 7 
وےکلاآر مم وغل گند غامد وم ' ۰ 

برای: بہدست 1 ردات وضعیت منحنی نسہت ۰.-" کافی است کە علامت 
ل سے 0ھ را بازاء مقادیر 0 نزديك ب۸ حساب نمائیم . بدین منظور مقدار 
ہے / -- ٦)‏ قرار دادہ وقسمت اصلىے ۔ ۵ را سبت ب۶ پیدا میکنیم و ھمحنین 
بابدعلامت عقدار م راکه بسمت بینہایت میل میکند پیدانمائیم واینکاررا نیز بكکمك 
فَسىمت اصلی آن میتوان انجام داد . 

۵- رسم منحنی که هعادلە آن در مختصات قطبی دادہ شدہ باشد - 
برای رسم منحنی کہ معادلہ 1 بصورت: ()0 )عرےء دادہ شدہ باغد . عملیات 
زیر را باید بترتیب انجام داد . 

١‏ حستحوی فاصلہ آفیپراٹ 0 ے باید را در ہر فاصلهکە تابع بر اق 
معین است تغبیر داد ولی گاھی مبتوان این فاصله را با استفادہ از تفارن و یا متنارب 
بودن منحنی کوچك نمود درزیر دوحالت مختلف را ہحجث میکنیم : 

حالت اول ۔ ابع تر متناوب است ۔ مطالب زبررا بابدبتر تیب در نظر گرفت . 

اکم س در موقیکەر تکابع منطقی از خطوط مثاثانی / و ہا مضاربی از ان 
باشد میتوان ہدین ترتیب فاعله لازم تغیبرانترا حساب نمود. چنانکە -- کو شک ہن 
مرج مشترك: مضارب ۸ ہاشد واضح است ک۹ ہا تقبیر 0 بہ چویر (٢‏ () خطلوط 
مثلنانی و در تج تغیر کر وق از اتا نتیحه میشود کہ تابع (0۸) رر دارای 


دورہ تناوب >۶ مر ۲ مبباشد : 


-۱۳١۹س‎ 

و بطورکلی چنانکە دورہ تناوب عدد ۶ باشد . (٥)عرے‏ (ھ۔|(0)مر 
خواہد بود. 

چنانکہ ج٢‏ سے ٭ و یا بطورکلی وروعسف اس نتم عدد صحیح 
است باشد زوا بای فطبی 0و ۔+0 یك نقطہ ہمادادہ ودر نتیجه بانغیبر 0 درھرفاصلہه 
عیر مشخص کہ دامنه ۱ ن ۲٣‏ با شد مثلا رک -اےل یہ م) تمام منحنی را خواہیم داشقشت. 

: ۔ں ہے 7 و 0 َ ٰ . ِ 7 

|ہنحالت موقعیده کر نابعی ازخطوط مثلثاتی 00 وہا 0 5 :- ۱ 06 . 2ب بہاشد 

پیش فا بت 7 
سے گ۸ ْ گ۸ سے 

چناندہ ۴ ّ ٢٦‏ سے ۲ بطور بکه کت کے غبیر ممکن التحویل باشد نقطله 
١‏ -+ 1)0 از دوران ہزاویه نقطه (])٥0(‏ ہدست آمدہ و در نتیجهھ منحنئی 
ار دم قسمت کهە ار دوران متوالی کی از ۱ نہا ہزاویه ۳ در حول قطاب بدست مبآید 
تمکن شدەاست . ھربك ازاہن ڈسمتہا از تغببیر 0 درفاصلہ بدامنه ] ہدست مآ ید , 

در حالبکہ سے ٣‏ باشد دوران بتقارن نسبت بقطب بدیل میشود. 

چنانکهہ ے٢‏ سح ٣‏ با فرض آنکہ ہ اندازہ ناپذیر ہاشد منحنی از بینہایت 
قسمت کہ ازدورانہائی ہزاویه ۲٢‏ درحول قطب ہدست میا بند تشکبل خواھد شف . 

۲ 
ڈدوم س یس از تعیبن دورہ تناوں ۲٢‏ مقدار ) 7 ۰ ( 71 را تشکیل 
۲ 

میدھیم چنانکہ : 0تت جج 760 )۱( 


باشد نقطه ) ٦‏ -۔ 6 . از دوران نقطه (0) ۱( در حول قطب ہزاویهہ ہل ٠‏ 
ردست 7 واز آ کی برای رسم ڈوس ھربوط بفاصلہ تغییرات ١‏ کافی است 8 را 
در فاصله نصعف ان تیر دادہ و بعد دوران مربوطہه را إ|نجام دغیم. 

درحالت خاصیکە ج ٠-٢‏ است تساوی )١(‏ بصورت: (0) ہر - سے (ہو۔۔ 0) حر 
در اوت دو اقطه گ3 و ']( برھم ملطبق شدہ و برای بدست 21 ردن تمام ماحنی کافی 


است 0 را در فاصله تغییر دھیم . 


کو ہے 
سوم - پس ازتعپین دامنه فاصله تغیبرات لازم باید ہررسی ئمود کہ آ9 میتوان 
با استفادہ از تقارن نسبت بمحوری این فاصله راکوچکتر نمود یاخیر . بدین منظور 
زا:یة م زا طوری تعبین میکنندکہ : : 
(۴)۵ر- ے()(--ھ)ص (مجع) وبا (0) کر- )0 -- مم ()۔ 
ہاشد و در عمل این زاویە را ابو 2 انتخاب میکنند . 
._چنانکە بستگی )٢(‏ برقرارباشد ثقاط )٥(‏ 86 و (9-۔ ) "1 نسبٹ ہمحور 
٥ 1‏ کە ہزاویه قطبی ج مفروض‌است قرینه ہودہ وچنانکہ ش0 ہرقرارباشد 
نقاط ا۷ و ']1 نسبت بە 07 عمود بە :02 قریلہ خواھند ہو ٤‏ 
در ھردوحال فاصلہ تغیبرات را طوری انتخاب فیکنیم کە ِ در وسط امت 


: و َۃۂً ىَ۲ 7 ۱ 
مد ا ہے سلہ گے لہ سح اگ 6ی 
واقع باشد یعنی 0 را در ) ٢‏ س- ٠‏ ا( نغیبر میدھیم کر فاصله بدو 


کال ۱ ) تْ : ِِ چچ ٤ج (١‏ ۱ 7 کک ۔ ح. ۹ حِ (١‏ تجزی4 شدہ و فسمتہای 


منحنی مر بوط باین دو فاصله نسہت بمحور مربوطہ قرینه خواعند رود و انا نتیج۸ 
میشودکە کافی استکە منحلی را بازاء مقادیر 0 واقع دربکی ازابن فواصل رسمکردہ 
و بعد توسط تقارن مربوطە تکمیل نمائیم . 

حا دوم - تابع کر متناوب نمیہاشد ۔ برای رسم منحنی در اینجال بابد 
به 0 تمام مقادیررا دادہ ولی گاھی نیز ہااستفادہ ازتقارن این فاصلەرا میتوان کوچکٹر 
نمود . فرض کنیم کہ توان عددی مثلام پہدا نمود بطو ر بک بکی از مکی ھای 

(0)ظر-- سے (0 )رر ۔۸١)‏ (0)ءرے(0(-ے) 7 ذ(را 

برقرار باغد . امتداد 0٣٥‏ را بطوربکە 3 ےم 0۸رعم) رائدگرفتةامتذاذ 
ہای و 0( مم نسبت بە 05 قرینه خواھند بود . بافرض (٤‏ نقاط 1( ر ٴا١(‏ مربوط 
بزوابای قطبی 0 و 2 ۔-م نسبت بە 03 قرینه بودہ و با فرض (م) این ثقاط نسبت 
بمحور 0 عمود بە 05 قرینه خواھند ہود درھردو حال فاصله تغییرات را میتوان 


سے 
کوچك نمودہ و بعد توسط تمارن مر بوطه هنحنی را تلمیل نمائیم ۹ 


-۱۹۳۸- 


-٢‏ ہس ازتعیینکوچٹکترین فاثلء تغیبرٴات ۔ را برخخسب ۴ ت." 

۳_علامت ۔ زا ہررسی٭ میکیم .این ۔ہررسی 2 "تین ج دراآن: 
شعاع حامل ہاید ہردہ شود لازم میہاشد . 

ا٤ے‏ تقاط بادداشت شدہ وھماسھای آ نہارا تعیین میکنیم . بخصوص نقاط بینہایت 
ودرصورت موجود ہو دن مانبہا ر| خساب نمودہ ودرصورت |مکان وضعیت منحنی را 
نسبت با یہا:ہروسی مینطنی . مقادیر :0 که بااء أ؛بہا م ببنچابت-و ہا طفر غینشود در 
خجداول بروەنشدہ<و "ھمانطور-ھم کە گفتہ شد عقادیر یکہ. مرا :صفر سکائد 'ززابیای 
اط ساب وہ نا سا 

و نیز باید باد آور حدکھ :در ثقاطینکە ۔۔ماکزیممرو یا می نیعم است منحنی 

عمود برشعاع حاعل ھیبائد ڈی تو ا ا رایت 

-٥‏ نقاطبکه بدین تر ٹیب 22 مدەاند ‏ وسط منحنی بیو سه ہم وضل کردہ 
وہرای ایثکار از جدول تغببرات اسٹفادہ میکلیم, 

۱ نی رسم شدہ را .تو سط تقارن و دور:انپا تکمنل مینمائیم‎ _٦٦ 

او بالآخرہ چنانجه منحنی توسط معافلات پازامتری (۔ءاودھ( م)عرسء 
داده شدہ بد کوک ران فاصلہ لازم را برای تعیین :نمودہ و بعد تقغیہرات ۶ و0 زا 


انسبت :ہ4 ہر رسی -ھیثمائیم. 


چھہ جھ۔ ۔چھ جم جھ۔ چھ چا ےم 


بخشن سیزدھم 
ہو۔شی ھا: 


۱ ۹ ۔ پوش خمھای ھامنی کە معادله آٹھا بصوردت ٹابع ضمنی دادہ 
شدہ باشد - خمہای ٣‏ کہ بپارامتر سک تار ند فرضی 'کردہ بنا بتعریف ہوش 
خمہای ٥‏ خم ‏ اس تک برتمام خمہای ‏ عماس ہاشد . معادله خمہای ‏ را بصورت 
تاہم ضمنی جع (سىس ,)گر )0 که بپارامتر ےہ پنتکگی دارد 
فرض کردہ 36 را,نقطۂ تعاس ٥‏ وہوش ا میگیریم ۔ 5 و ٭ را مختصات این نقطه 
فرض کردہ واضح اب گلا ا مات قراق از ترک رر جالت ' 
ٹح(سأ,۷, )مر )٢(‏ نیز صدق میکنند زیرا نقطه 6× روی ں٥‏ واقع میباشد . 


حال شرط آ نکە خمہای ظا و در کا دارای یك ممساس. باشند مینویسیم 





۱ ےت یی پچ یی 
ہارامتر ھای ہادی مماس بر لا بتر ٹیب ہہ ھ, ہز بودہ ومعادله.مماس پر پ ہ) 
ہے پھر( ١‏ -و)۔۔ پک( -ھج) )۲۴ 


کم در آ نا و و مختصات : نقطه از مەاس اند خواھد ہود . و۔: چون این دو مماس در 


خی ری 
بودہ یعنی : رو و یو ت یڈ 


وابع رک ولا در" معادلات )٢(‏ ,و )٤(‏ صدق,‌کردو.و: چون معادله؛ (٤)‏ را السبت بہ 1 
ت2 ہے 01 
دیفرانسیل بکیوم معادلہ * تھی مو حا پر پ مز جس پور (ہ) 
ہدست ا و‌ ہا در نظر گرفتن این معادله: دیدہ۔میشود کہ ہرای آ نک 'معادلہ:() 


برقرار باشد‌لازم وکافن استکہہ,--- محٴ کس (0) بشدراز جا 


ےم ان 

نتیجهہ میشود کہ توا بع کو از دستکاہ معادلات )٢(‏ و‌ (١‏ بدست اعدم و دستور 
زیر را دراپنحال میتوان بیان نمود : 

دستور ۔ مختصات نقاط تماس منحنی ے) ہا پوش خود از دو معادلهہ که پکی 
ماولستھرتی ید گی مان 21 نسہت یہ 5 امتر باشد عبت الہ و چنانکە 
این دو معادله را نسبت بہ ج وو حلن کنیم معادلات پارامتری ہوش و چون بین 1 ا 
ہارامتر ء را حذف فکنیم معادله ضمنی پوش را خواھیم داشت . 

آبصر ہ- در حالیکہ خمہای ) خطوط مستقیم بافند معادلات ہار افتز یىی 2 ش٢‏ 
بآسانی بدست خوا ای و زبراھ مقادلات )۲( )دن اتال ات درجه اوزؤیر عغین 
و خواہند بود. : 

ا باد آئ وت ک حذف ہار امتر ٭ بین 80+ (٦(‏ و(ہ) 17 ببان 
اًٌٌصسال تارف یہ سئت برحسپب یم بائمد رزاز انا راع سرت 
آوہ ردن معادلہ ضمنی ہوش کافی است ک ای إکەمعادلہ مفروض داز او ہے مات 
نسہت بپار إمتر ضا 

۷- قاط حد ۔ دومنحنی ‏ نزدی بہم م مربوط پپارامترھای ب دم 
را در نظرگر فته نقاط تقاطع اکس و کا 

ەحے(م لت ,و,رعاکر (۸) ھ(بیائۓ ھچاکر (ن) 
ہدست میآیند . حال فرض کنیم ب ثابت بودہ و بسمت صفر میل نماید . ھنحنی 
پا ہسمت یم مل کردہ ونقاط فوق ہسمت قاطی واقم دوی یم میل خواعند 
'کرد . این ثقاط را نقاط حد ویا نقاط مشخص این منحنی نامند . 
د .. ۔ ہرای تعیین این ثقاط نمیتوان مستقیماً ی را مساوی صفر در معادله (۸) قرار 
داد زیرا معادلہ حاصل عمان (۷) شدہ و دستگاء حاصل غیرٴ'مشخص خواہد شد . 
برای ا ابہام معادله (۸) را بصورت : ۱ 


232 عای۔ (عدی رع مر 
و ۲ یک )۹( 


کو ا ا ٭و سے 





١١م‏ 
-ثوشتة و چنانکە در این مغادله ‏ را ہسمت صفرْ میل دھیم ععَاوَلَ (۹) در حدٴ 
بوررں رت قش )۱۰( 

خواہد مسا نقاط حد ازحل دستگاہ (۷) و )٠٠١(‏ ہدست خواعند آ واین 
مالہ دستگا(٥ااوال))‏ ساعت سی اڑا ساجٹر فو کو قاط سممسی 6 
ھمان نقاط تماس این منحنی ہا پوش خود میباشند . 

و نیز میتوان گفت کە پوش دستہ خمہائیکە بیك پارامتر ہبستگی دارند مکان 
نقاط حد خمہای مختلف آن دسته میباشد . ٠‏ 

۸ -ً۔- جوا بھای مخصوص ۔ے باہد یاد اوت کن بعضی تقاط حد ممکن 
است جزء 7ت مطابق فوق مر .3 .- تلق ۱ 

چنا نگ منحنی از يك پاچند قطه ثابہت ہگذرد این نقاط جزء نقاط حد ہودہ ۱ 
ولی جزہ پوش نخواھند بود زیرا چنانکە ع یکی از ایر ثقاط باشد این نقطه در 
تقاطح پر و پر + پیم ٤‏ بودہ و از آنجاجزہ قاط حد ي٣‏ میباشد و ہمجنین است 
وقتبکە ٥‏ دارای ثقاط مکرر باشد . 

۹۔ پوش خمھالبکە معادله ان بصورت پارامتری دادم شدم باشد - 
فر ضکنیم کە معادلات خمہای 2) بصورت پارامتری : 

(ے(ں|.72)وحئز رھ )مرج ()۱١(‏ 

دادہ شدہ باشند . هر نقطه )0( واقع روی ي٣‏ مربوط بپاراھتر / بودہ و نقطه تما 
بپارامتر ہ که تابعی از ى عیباشد مر بوط خواھہد بود . 

خلانکة درمعادلات )۱١(‏ "را برحسب؛ فراردھیم عمعادلات پار(ھتری بوش 


را داشته 2 ہارامتر ھاىی هادی ہما - 











ور و نے رم ۱ 
٤ 2‏ یم میم[ 270 تل ی یں پر کے )۱١(‏ 
مبَافَية زط فی ازم می شادی سان ر6 کش و نت (4۶) 





مات 


بودہ و چون شوط انطباق این دو مماس و یا شرط عتباسب بودن,پارامتر ھای.هادی 


ا نہارا بنوسیم سی 





رڈ نت 
گ2 7 
پر کے بت سل 
ہ ۔-ح ار 7-2 و ےہ 2 2ے بن 3 0۱( 
ر‌ 7 7.0 یم ٥‏ کر پأ 9 


1! 


م٭۔ ہم 


بدست میاید : ار 27 معادله 7 را :برحسب ہدست اوردہ و چرن مقذار ۱ نر 
در(١‏ 0 قرار دھیم معادلات ہارامتری ہوش را خواهیم اعت میتوان ھمحنن ہ زا 


حجسب ۴ حساب کر و چون 21 در معادلات ١ٰ‏ 0۱( بگذاریم ہاز ھمان معادلات 


لے 
پوش را خواھیم داشت . باحذفء وے بین معادلات )۱١(‏ و )٤١(‏ معادلہ ہوش را 
ہصورت ضممٔی ہداست خواہیم اورد : 
ہ۹۔ دولوپھ منحنی - تعریف ۔ دولوہہ یک منحنی مسطحہ ہوش قائمہای 
ان منحنی میباشد ٠‏ 
معادله منحنی را بصورت پارامتری (ء)وسح و (م)عرح۔ۃ فرضکًردہ 
معادله قائم در نقطه )2 ہہ سے اپ ڑپ سے ا )۔۔ او(" ا ت0 ) (ۃ١١)‏ 
میباشد. برای بدست اوردن ہوش ان از طرف اول این معادله سبت بە / مشتق 
ھیگپریم معادلہ حاصل : 
: ٭ے اہر نو او( سے 7) لہ سپ (ر س ×3) )١٦(‏ 
شده بپس از حل معادلات (ہ ١و )٥١(‏ فرمولہای : 


0 ۲ ۹ ون ٴ ۰ 
موا 12 ہیں و لا وعاد ا اوس ارہ ”تا 


اس ارس ااروانج اوس اوج 
مختصات نقطه مشخص غ(( اہم را ہما خوآھند داد ۔ 
ھیباشد . 


چنا نک بعٰذا و اهیم دید ۱ بن نقط۸ حمان ھر کزخعیدگی منحنی نیز 


اگزمعادلہ منحشٔي بصورت : (ئع )مع و دادم شدہ باشد چون .را ہازامتر نگیریم : 





٣ك‎ 


: سے گب و سے او شدہهہ در تتیجھ دستور ھای‎ ٢ 


آپ ١‏ 
2 پر ۔۔- كآ سار سک مر مل کر کا )۱۸( 





را برای مختصات نقطه تماس قائم با ہوشی خود خواہیم وافقت ٠‏ 
مثال دوٹوبہ رگ شاحمی - معاداہ شاجمی : مر سے آپز بودہ قائم 
در نقطهہ ا0 بعرض لے دارای معادله : 


ج7 سموواچوستت ڑا 





م ۲٣‏ 
خواهد بود ''ہارامتر این معادله پت ودہەو چون ؛سبتی بان مشتق گرفنہ و مساروی صدٗر قرار 
2 ڈ سد 
لے ھی معادلہ +1 ,ص8-حے ہے _- جے جےوےا ڈ٭+ ۱ تسد 
تد یں .ےم ) ٢٦‏ 2 


۳ ۳ 
را خواھیم داشت از حل ابی :دو عفادل ۔مخونضات ہے سح لا برللہ ہے گے 
7٣‏ 


نقطه از درلو بہ ہدست آمدہ و“ی بیٹیم کہ ٦‏ بر۳ ۰ مر سد .۰ مبباشد 1 از اینجا انؤن 


“ 


سادھ برای پبدا کھردن نقطه مشخص خواہیم 
داشت ژیرا: ٣.٢٥)‏ سے 731۳ خواہد ہود۔ 
از حذاف پارامتر بین ایل معاالات معادله 


کار تز بن دولویہ : 


۸ 
ا ور )ےس 


ہدست آمدە وازروی آن بآسانی شکل منتعنی 
بادست خًو اهد آما ‏ این مذحی در :5 دارای 


نقطه بازگشت بطول درو نسبت بج0 قرینه 





و دارای شاعه ھای شاجمی شکل میباشد . 
میتوان نین ممار لہ کار رن دولو؛٭ 
را ازنوشتن شرط آنکە معادله(١)‏ دارای ریشثہ 


۱" 0 : 
مضاعف فسبت بہ بر ہاشد بد ت آورد ان شرط و سے ٭ ۷ -ل۔ :-. میباشد : 





بخش چہاردھم 


۱ ۔ خمید گی“ دایرۂ راستادار و دو نقطه )و ',(روی ان فرض کردہ 
مماسہای "1)1 و١٢1‏ لین نقساط کكهە ھمسوی دایرہ نیز راستادار شدہ |ئند در نظر 
میگیریم فرظ ابر سا ئن آسفنتاہ عق کہ روسان رکا 
میدایمکە وو یں رکا 
میباشد ٦‏ شعاع دایرہ وقوس ۰ اإامدازہ قوس 
کوچکتر از نصف دایرہ محدود ہنقاط و ا2 


خواهد بہود . 





چنانکە بجای دایرہ منجنی دیگر۸ را 
داشته ہاشیم این تعریف باز قابل قبول بودہ ودر ش ٤‏ 
اینحال نیز اندازۂ ء برحسب رادیان میباشد. ہس از نجا تعریف زیررا جہتخمیدگی 
متوسط میتوان نمود . 

آھر إف سے يك گی متوسط قوس 'ا(١‏ ا نسبت و ہش یعنی نسہت 
زاوہه بین مماسہای نقاط لا و ' بقوس '1( ا( میباشد . ۱ 

2 "7 راستادارروے زاون بین امتداد ھاى مثبت مماسپای نقاط 1( و 'ا( 
و برجسب رادپان خواھند بود . 

منحنی "7 را ھامنی فر ض کرد چنانکە لا ہسمت [( ھیلکند حد سبت فوق 
را بررسی مینمائیم. بدین منظورءەووەدے + ء را طولہای منحنی الخط نقاط 31 و ٴا( 


ے۵٤‏ 
در روی منحنی راستادار 7 فرض کردہ 118( قوس سے |ء ۸ | خواعد شد . چنانکە 
,و “إ ۵ ۰م گوشەہای ٹیم مماسہای عثبت نقاط 34 ر :]1 بامحور *-0 فرص شوند 
جہ ‏ لے جج 
یعنی : (۱ ٥٠,1۳‏ )اکوہہ دہ( و‌ رہ رق ا 
لہ رس یت ۱ 
ازآجا (0۳۳,تز)سمبھ ےر بے سم نتیجہ میشود 
5 ا 
ہس ‌خمیدگی متوسط فوس ٰ1 ا مساری ٰ بت بودہ وچنانکه پا ہبسمت( 


7 صَ ۷۲ 
فمیل نماید حد 7۴ 2۵ 7ھ 


ج : نے 7 1 7 
7 ۸ مسی وی سی یىی نسبت ب۸ ی5 خواھهد سشںن پس حجں 





٢‏ ےل 
کے یأ 








خمیدکی متوسط بودہ و ادن حد را بنا بتعریض حمیدکی منحنی ] در 


نقعط۸ آ۷ نامند . 
جہہ ۱ 
۱و را برداریکە ھماس راستادار 


نقطه گا فرض کردہ بردار ود کن 


چ۔ کے 
٦‏ ۱ 0 


3 








مینگبریم چنا نک 231 آغبیر تنماید 





انتہای ال بردار عودزػ5رزاف 


چب 
بردار: ٤ػ‏ را رس کردەو آ طول 
یح |ابیخط نقط دہ ش 1۸ 
نی الحط نقطه م در رری این 


7 7 ماه ٦‏ 21 
ہودوگراف کہ دایرہ امت خواھد ہو و چنانکه بش دیدیم ست مساویھہشتق ۱ 


جج 
ھندسی بردار 20 0 نسدت بہارامتر وبودہ واین منتنق ھشنٰدسی برداری مماسی ہدایرہ 


چ ٢ی‏ 
ِ 5 5 وو 0( 
اس ازا نا : کت دی کی ہو داری ھمسنٹگ بر دار کے 


آیز میباشد 
تیعرمم لرم مہ پابھراسشروں اڑا ساس از را سر مان مود 
بعم مشٹق دوخ 0۷ نسبہت بفء جو بود . وار! تجاٹیجۂ ریرر مدواں ہہیاں نمود: 


قَرہ ےل خمیک گی متوسط قوس ٍ31 5 وفتمکهہ 8ٰ1 بسدمدت 1( مبل نمأیں 


۱ ۲ 0 ہیمست میں و 
مساری اندازۂٌ بردار ہے کی می مشتقی عدسی دو بر دار 0(۸( نسدت ب4 8 
ُ 5ج۷" 


خواھد بہود این حد خمیدگی منُحنی "] در ]1 نامیدہ میشود. 


وحد ٹی ۔ آحلیلی 5 


.ن١‏ 
ہہ جج یہ ہا ۰ 
آعرٍف ۔ ہردار فستٹ مشتق دورع 5(ل0) نسبہت بطول ہت الخط ء کک از 
۔نقطه ار سم شّدہ باشد ہر دار خمیدکی منحنی در نقطه 1( نامیدہ میشود 
کن ۲ چج 
: گی 
٤‏ 2> سے رہ 
٭و گے 
امتداد بردارخمیدگی امتداد قائم در (٦‏ میبائد 
۶ ےج 
زیرا این بردار ھسنثٹث بودھ وابن بر دار 
مماسس بد ہرہ مثلثانی ودرئتیجهھ عمود ب4 مما ضس 
981 خواهد ہود 


‫ 


چنا لکہ :ہیلندۂ روی "7 درسوی وسہای 





صعودی حر کت کند تقعرمنحنی بجپ باہراست 


اوست برحسب| نک زاويه ةعاہی ۷ لم ھماس 
متہت صعود نمودہ : ہا نرول نماید, و نیز بادا قا میشویم کہ نقاط عطاف کہ در ا نہا 
نفعر ملحنی تغبیر جہت میدعد مر بوط بی ماکزیمم و ہا می یمم زاریه ۷ میباشند. 
تم 1 

چنانکە سوی حرکٹت نقطہ ؛رراروی دایرہ و هھمحنین سوی بردار پ/ را کە از ان 
نتیجه میا سان فراقے ہد گار دارضتں کے ریو ورس اھ سا 
ح٥‏ ھیشود بررس یی تھ تیم حو غیم دریں 4 رد رحمبد سی لاڈ درھم ں سیمسی ڈ وپ ی 
منحئی 1 نسبہت ہبمماس واقع شدہ وہاا نکە گویم ک٭اعتداد ان سيهتً افعەرمنحنی 6 
در 1 میباشد : 

حال ثابتمیکنیم کہ بردار خمیدکی نمی بسو یمثبت انتخاب‌شدہ رویمنحنی 
۰ فَْ 7 کی - . ۰ 
ندارد زبرا چنائہه این سو را تغییر دھیم اولا زاوبه برخورد ء قوس 'ا( ا( تغییر 
نکردہ چون دو یم خط رر '11'1 ھر دو ضیرحجہت داددەاند سس وی کی متوسط 
وس :131(1 واز ۱ حا حد ان ھم تغیبر نگردہ و در نتیجه ہردار جدہید دارای ھمان 


اندازۂ بردار قبل میہاشد  .‏ انا امتداد ہر دار خمیدگی ھم تغببر نخواعد کرد زیرا 


بی میہاشد . الا سوی ان نیز ثابت خواھد عاند زبرا این 


عمان امتداد قائم بر ملح 
عمان وی تفعر ممُحنی خواھد بود 7 


:ن-۔ شعاع حمید گی ت ضس گز خمیں گی 2 چون خمیدگی دارای بعد ی 


ے۱۷ے 


گے اف جات سی کی امہ ۷ف اطرق وسر ان ضاصضاررق وسر 
مبتوان نمود : 

تعریف ۔ شعاع ید کی منحنی '"/ در نقطه 1( عکس خمید کی در او 
نقطه مہباشد . 

مرکز خمیدگی متحنی "/ در یکنقطه 8 نقطہ ‏ انتای برداری بآغاز.)× 
بامثداد و سوی بردار خەیدگی ودار ای اندازۂ مساوی شعاغ خمید کی میباشد . 


: ۱ ]۱ کےإ : ١‏ > لم : 
چون ار ا للا استپں ات ا سح خواعد بود. 





75 ٥ 
۹ء جم 7 ُ" 7 کر‎ 

دررری قائم 1۷+ سوی منبت را سوی مربوط ہزاویه قطبی کے ہل ۲۷۲ انتخاب 

کردہ اإمتداد مثبہت قسائمیکە ہبدین ترتیب راستادار ثتہ: است عمود مستقیم یه نیم 

مماس مثبہت صبباشد . (متداد مثبت ھماس بدایرہ ون نقط۸ نیز ھمٰن خواهھد ہود. 

]۷ ےك 22 رج 

کی سٹو ظا ا وو کچ ك کک ۱ ۱ ادا ا ا 

حال آپر" اندازۂ جبری بردار یا روی ھمس درم ہدایرہ بودہ ر ار ١ب‏ 
: 72 

۱ ۱ 7.۰77 نے جس ا 

ابن مقدار نیز اندازہ جہری بردار حمید یىی دیو سے لم خواهد بود. سس ۱)0 کے 


ى 
5 


7 ر3 2 ۸+ 0 چ 7 ٠‏ 
ہز اندازہً جبری بردار 0 میہاشد ٠‏ سس بطور خلاصہ متران گنت خ 


تعریف ۔ خمیدگی جبری خم ئ ئن وہ اتفارق غیریئ پر دانع کی 





یىی 
00 آ گی سے 5 2 ہت : )اک 2 
کے سے 3[ 8 در روی ٹائم راستادار ہودہ واندازۂ ان کے کا 
یی 


اندازهُ جبری شعاع ہت کی مساوی اندازۂ جبری بردار )11 در رروی قفائم 
کی ئ8 گے : رق نے :. 
راستادار بودہ و ائدازهً ان 0" ہے 9 مبباشد . ںو( مرکز آ8۵0ۃ8ە+,) ) فرص شدەاست. 


موچ : .3 
ورک تی خ در 8( انام بردار 316 کە دارای اندازء جبری 





گی , : : 2 

کے پ رر روی فالم راستادار آست میباشد . امتداد ھبت بن قائم ہزاویه اہی 
کچ ٠...‏ چے سپ ہچ . 

سط 0 بووم بعنی : رر 6._-ِ خواھد بود. 


َ أ6 


۱ ۔١١۸-‎ 

چنانگه جو 9 نقطه 11 باشند سام وى+ھرکز خمیدگی ازدستورھای : 
یڈ ) سقائ۔ رع ٢ات‏ وح وت )ا سابئاجدح<ڈ5ھ )١(‏ 
ہدست میآبند . 

۴۔ قضيه _ مرکز خمید 7ت یك منحنی در نقطه ]( نقطه تما قائم آن 
تقطه ہا دولوپہہ منحنی میہاشد . 

چروتك مختصات *ڑ و ۷ نقطہ ٥‏ وت خئیدگی از دستور ھای )١(‏ بہدست 
میآبند پس پارامتر ھای ہادی منحنی 7١‏ مکان ) دیفرانسیل ہسلی ناو ٢‏ 
یعنی مقادیر : : 
کہ (٭ + ۷) ۳ہ ۷× ( گے ۰ ) ود مک دی سب 


ےت و تک کت اہ وی١‏ موک سے لا 


خواھند ہو وستانک در نر بگیریم کہ 
1( نان وگ سے برک )) ٥۷8‏ لگ 5 بے یے[ 1 ہک عصد 
مہہاشند بس مقادیر ٠‏ 
) کے ص-) مود وی سے بی ( .")تہ ورک سے اہ )۲( 

خواھند شد۔ چنانکه دیدہ ھمیشود مماس ہر منحنی و کہ کا میبیماید دارای زاویهہ 
7٦ .:‏ : 0 سا شس - : ۱ لے 
قطبی - _لہ ) بودہ یعسی امتداد اع اإمتداد قائم ۸۷۸۲ ہر پس 1 مکان ٢او‏ 
دولویہ منحنی ڈو میباشد : 

۴-۔ عاول فوس دولو یہہ سویعمثہت رویدولوپەرا ماوری‌انتخابمیکنیم 
کہ لم مماس منہت زقطہ ںو( بہمان سوی نیمقائم ھلمہت 7 ۷ کہ توسط زارہه کچ سل ”0 
راستادارشد٥ەاست‏ باشد, - را طول منحنی| لوط زمعله ابچ رری دولویه نامیدہ اِزمقَایسه 
. : 71 
فرمولہای )٢(‏ با رِ: سل ) اہ ١و‏ کے سے آ| گے )2 (ح۔- +۲۰|/) مہ یی سے گی 


سنگی ۱ لف ٭-- پ وی و با8ا)۔ح۔وک ہو 


اواب 


بدست میآید . این رابطه اندازہ جبری قوس دولوپە را ہما خواھد داد . مثلا: 
سس ہے ھی ہد 1 : سے 
-س ۱۱ن ۷ سا وس '0(ن بے ان ےھ و سد ۰ 0 

ہودہ واز أ نجا قضیه زبر را میتوان بیان نمود : 

قضیه ۔ اندازۂ جبری قوس ہ٦‏ ہ دولوہە منحنی"7 مساوی نمو جبری شعاع 
خمیدکی منحنی اخیر میباشد . ۱ 

ازاین ضی۵ میتوان ہدون محاسبه ہك انتگرال طول وس دولوہەرا حساب نمود 
ولی اید برای بکار ہردن سچیح ان علامت ۵وسہا و شعاعہای وید گی را ہدقت 
ون کر بخصوصچنانکە درروی ڈوس مر بوطەہ بك نقطم بازگشت وحودداشتہ باشد 

۹۷۹۹۵" 0 دولوپا ات ۔ میخوا .۰ح تمام سشختاسک منحنی مفروضی دولویہا نہا 
باشد پیدا نمائیم . : ۱ 

٤و(‏ را می مفروض و 7 را یکی از منحنیات مطلوب مکی 5 ماس در 
نقطه ۷ از 0و( قائم ہر سر در نقطهہ ا میباشد ۱ 

چنانکە سوی مثبتی روی :) انتخاب کردہ ودرا طول منحنی الخط ۷ ہنامیم ۱ 

سم رت چس 
طبق آ نبحه کە 2 چا ۔ل ۸۸,م سی بودہ واندازۂ ۷ء در 
سوی لیم مماس مثبت ۷۳ میباشد ۰ ہا انتخاب ۸١‏ مبداء "وسہا میتوان مقدار ثابرت را 
حذف نمودہ و چنین نوشت و ہہ --ے ص۷۸ پس پکی ار منحنیات 
-_ - 

مطاوب ہدین ترثیب بدست میآید کە در روی ہر عماس ۷۸٣۲‏ بردار م ۸ باندازۂ 
جبمری ء ۔- دو سوی لیم ھماس قنثبت بردہ شود : نقطه ۸ منحنی مطلو برا وقتبکە 5 
نی مفروضصض را بپیماید خواهھد پیمود چنانکە مبداء قوسپار! درروی منحی داده 
شّشدہ تغبیر دھیم تمام منتحلیات مطلوہرا خواعیم داشتہ 

بن منحنیات کہ عدہ ا نہا ہنہایت میبامد ہەدولوپانٹھا ھوسوم بودہ وباداثتن 
پکی از | نہا میتوان تمام ہقیه را بدست اورد بدین ترتیب کە در روی ہر قائم ہر 


باہد طول ثابت/ سے 'یرم را نقل کرد. زیرا پر و تیم .لا ۷ سد ۴ ۷۸ میباشد 


-۵۰_ 
ہا غرم تام دولؤہانتھا را خوافیم داشٹ .۔ 


درو ممحنی سو و حاصل را موازی نافند ۔ 





طاریقہ رسم دولو پا تھا ۔ انتہای نخی . 
که بعاول ۶ گرفتہ ایم بباٹ نقفظه از منجنی ا ش ٭ہ 
فان کر وو 21 ارری این منحنئی تکەہ میدھیم . انتہای 7 ڈنگر ئن کە اذا 
درم امت ورست طؤززی خزکت میندھیم کە ئخ غزبور ہمرور بازشدہ ولی ھمیشہ 
کشیدہ شدہ ہاشد . درھزلحظه قسمت ہازشدہ ,۷۸ دارای ھمان‌طول قوس ,۸۸۰ بودہ 


وچنا نکہ سوی علبت ں( زا سوی ہازشدن نخ بگیریم یی ےج سے ہے ۸ ۷ ہے ۷۷ 


را خواھیم داشت پس ار ۱ نحا نقطه ۲ دولوہانت 2 را خواہد پیمود : با تغبیر طول 


ننم تمام دولوہانتہارا خواھیم داشٹ . 


۹ ۔ محاسبه شعاع خمید گی و مختصات مر از خمید گی ے مختصات 
نقطہه ۷ منحنی 'ارا وو برحسب ہارامتر 2 فرض کردہ مید۔ نیم کہ : 
٣ 7‏ ۴ھ ۷ سے سد ہے عیباشد. + یا برحسپ ا نستکہ سویمثبت منحنی ہمان 


ل 


سوئ مقادیرصعودی کر وہا نزولی ان باشد: عون سے م) 9ا ممیت از دہفرا سیل 


۱ سم سڈ ٰ3 اس 9ٰ٤‏ 0 ہحم 
گرفتر ان رپ ہج گج پت سے بے ہدست آمدہ 
ر یں 7 -لہ 7 
کی 
٦۷‏ ار ۔۔ ۱ م) 


7 وش سے ں0 خواھد شب . 
پر-ے تو3 


و در نتیجہ : 
ختائکە:سوی فثیت رویٰ'| ہاسویٰ / ھی صسعودی بکی بائد ١۔۔ےء‏ خواھدبود۔ 
۳ 


٢ ) ۲ ' >5‏ ۱ 
چنائنہەہ معاد لەمنحنی ہصورت ((ؾ) کر سے 7 باشد " کر ا دہ 


و 
خواھن شد . ۱ ۱ ۱ 
: رم 
۱ ۲ را مر کز خمید کی گرفتہ مؤلمه ھاىی بردار ۷۸۲ ٹر ٹیب 


0 و ) َ دم ) تلم وو ) سم ا( تپ 





سی ہے 
و یا: ۱ )) دا نپ و |7۳۴ 0 و ۔_ے 


خواھند ہود .ہا استفادہ از دستور ھہای : 





81 رگ 608 جج 4 
کی شیج سر ج] >.:.: .۔۔- سس ت حا (م 
۲ وی ف4 گے ] گے" : 
بن 1 
ان مولفه ھا بصورت : وت کََ بات 


نوشتہ شدم و چنا انکہ بجای )( اک مقدارش را فرار دھیم و مختصات ناراد و 1 فرض 


کنیم مولفه ھای (٤‏ ح0۷ بجورتٹ : 





٢ ٢ ٠ ۲ ۲٢‏ ا یئ 
27 ا ) 2ے چس وت2 الا موا ہگ 
۲ و سے وت ٰ۳ پی۔ پر 


نوشته خواھنہ قد 
این معادلات ھمان فعادلانیکە نقطہ مشخص قائہرا میداد ُں بودہ وقضيہ شمارہ 
وشن ہدین تر تیب نیز ث بت شکردد ۰ 


۷-۔- خمید ٣‏ ی در م×ۃصات قعاہی۔۔ عو : ررا راستا دارکردہ ۸ ران 
: :. 





ممس ملمت نطأے ۷ سکرو 
)را زاویه قطبی ۹ فرض 
سک ردہ محور را ہزاویہ 


قطاہی /( عرور ھیدھیم . ۷را 


زاویه (۱۹, 0۶ ) گرفته : 


8٥١٠ش‎ 


٦‏ () --م وا (۰۷۷, 0۸) +(×دوں۔ )ےی 


74 : 
و در نتیجھ : 7-7 وت تی 
برای محاسبہ این مقدار مید۔ نیم کہ 1 سے ۲۷ میباشد : 


ک 8-7 ج : ى ۸.. : 
مولفه ہای شعاع خمید ٹی )۷۸ نسبت به 0۸ و 0٦٦‏ بترئیب : 


) . 4+ ۷ اخ فو ) ک ل۷ () 0 


-۔۱٥١-‎ 


ویا. ۳ جبفوں۔ رز 7٭روع| ٠+‏ بودہ و چنانکه در نظر بگیریم کە 
گی م ری 10ے 











ہے ۱ سے ۴ کے اق 72 ساد 
ت رید 0۱" ۰ود 8 میباشند ابن مؤلفه ھا 
9 ھ4 + ھهھ کٹ ٠‏ 2 ۰ 
بصوربت : کو سو و ً: 7 توِسَمة وف ا از 1 ۹ ن فرمولم ا مختصات 6 


را فدزدمتگاہ 1 ہدست اورک و بعد و1 ن در وا ودج حساب فیکیم . 
۸- دایرہە خمیدگی _ تعریف ۔ دایرہ خمیدگی در قط0 واقع روی ہ7 
ذایزہ ارستک زان گفنۂ وم رکز آن مرکز بد کی 90 
اہن دایرہ ہدایرہ سان ہمناسبت خواص زیر نیز موسوم میباشد ۔ 
قضیہ ۔ حد دایرۂ کە در نقطە 0 ھماس ہر ہر ہودہ و از قطہ ۶ نزدیاک بہ 0 
بگذرد وقتیکە لین نقطه ہبسمت ٥0‏ میل‌کند دایرہ خمیدِکی خواھد بود 
6م رکز مغفات وعاس و رآ ہا سور گرقتة د(رۃ کہ ذز این اقطہ 
مان باھو بافف سعاولای ےت اریت ولآ تاقیم را 
طوری لت میکنیمکە این دایرہ از نقطه (۰,٭ ٥)‏ نیز ہگذرد از آنجا : 
کِ ٠‏ سم جواھد شد. . واکوه اسم مل گھووجو ہت سر 
:. ۰- 
میل کردہ وحدح۔ طول رم مرکزخمید گی میشود. زیرا بامفروضات فو ق77 کل ےم 
بودہ وچون معادله ھنحضی (ھ) مرسحبپ رابسط دھیم : 


وقنیکە +2 ہسمت صفرمیل کند ۰ خواھدشد داز ۱ نجا ,2 








ث ۳ ١‏ 
حصدى ۔۔ مماخد 
وت 


بش 7 دز دھم 


خہیں تج خہھای چجبا 


ضر 


۹-- اد یکاثر لس مما سھا 2٦‏ خمید گی پا تعریف خمید تی درمورد خمہای 
چپ 5 فذائی نظیر تعریف خمیدکی در بارہ خمہای ھامنی میباشد : 
منیحنی فضائی () وقوس 'ل ١:‏ آ نرا فرض کردہ مماسہای نقاط 1 و'1( .شکیل 


ہے غیرد کن متوسدط 


زاویەء که زاویه تماس نامیدم میشود دادہ و نسبت ںون 
و 


قّ 


۱ اہن فڈوس نامیدہ ممشود . حد اہن لسمبہت وقتکہ 31 برسمت ۸1 مبل نمابد خَتَیَد کی 
در نقطه 11 نیز نامیدم میشود 

حجہت تعریف خمیدگی جبری درمورد خمہای جب منحنٔی را راستادار نمودہ 

وراطو ل منحنی الخط نقطه از ر "7 1( را نیم مماس منبت این نقملہ میگیریم . ازنقطه 0 


لیم خدیل 0 را موازی 010 وھمدوی ان مرور دادہ نقطه برخوردا نرا باکرہ پور کت 


(6) را بپیماید 7 ملح 


ئ تی 


٥و‏ بشعاع ہگ ء نقطه ءر فرض میکنیم . چنانکه ١]‏ منحذ 
کروی )ا را کهہ اندیکاٹریس هماسہا نامیدہ می شود 
خواعد مود ان اندیکاتریس‌را نز درسویعغبر مشخصی 


راستادارنمودہ 72 را عاول مدنحنی الخط نقطم 7 میگیریم. 


بنابتعریف خمیدگی جبری منحنی (6) در نقطه ]3 





۰ 2 ۱ 
ممقدار 4 و سر 7( 7 ٰ 
٦ 6‏ 


بودہ ونیز مقدار : و 


شعاعم خمیدگی حبری ناعیدہ میشود . حال ثابت میخنیم 





کہ قدر مطلق ادن ےس نکی جہبری ھمان ”2772۵۵3۵ھ)+) کہ 


س٥٥‏ 
بالا تعر ہف کردیم میباشد . بدہنمنظور نقطه ,11 را ہینہایت نز دی ہہ ]ا در رروی 
)٥(‏ انتخاب کردہ طول منحنی الخط آنراء 2+ ء میگیریم . نقطہ مربوطہ بآن در 
روی ائدیکاٹریس ۸م بودہ این ثقطہ نیز بینہایت نزدیك ہہ ؛, ودار ای طول منحنی! لخط 
ہم خواہد ہود پس ازا نجا زاویہ تعاس ء مربوط بقوس ,]8 ]3 مساری زاویہ 
0 ىم و یا مساوی طول وس دایرہ عظيمہ کرہ بان ع٢ا‏ میباشد . حال این زاویہ 


سس 


یك بینہایت کوچکی معادل قوس ,۸ اندیکائریس یعنی ۱ء ھ۵ | بودہواز جا 


ِ ۵۱ا ے 
سیت اح روس دا ان حد !ہے اهد بود . و این حد مساوی 
بت یں وس دارایھمان ہر سو پ ‏ رت ڑ‌ 
۱ |-| _ ۱ َ‫ 
ِ۳ا 27 تیر متاعے 


آبصرہ ے چجنفانکه منحنی 65) ھامنی باغد إ دیکائرریس (م) دایرہ بردہ طول 
منحنی‌الخط ہ ہمان زاویہ قطہی ہ نیم شارھ و کرای رت ولا ا آغافرتت قرت 
بہمان تعریف شويت کی در مورد خمہای ھامنی تبدبل میشود. 

۰ قائم اصلی ۔ هر کز خمیدگی ۔ چنانکە نیمھماس مثبت ۷0ء منحنی 
(۶ارا رسم کنیم اہن مماس واقع درصفحه مماس در تو (2) خواہد ہود . پس 
انام ان عمود به 0 ودر نتیجه عمود به ١1١"‏ میباشد ۔ 

چنانکە از قطه ا خط ا8٦‏ را موازی أن مربر دھیم این خط کی ازعمود 
ھاى منحنی ()) بودہ و 1 ۱ قائم اصلی مینامند . سوی مثبت رروی قائم اصلی ھمان 
سوی مثہت امتداد 0م خواھد بود. 

حال دید میشود کہ صفحه "1 |3 صفحه ہوسان نقطه ]1 میہاشد زیرا ند 
صفحہ موازی صفحه ۷ ١‏ بودہ و صفحهھ اخبر را میتوان حجں ۸ہ 7 0" رفتیکہ 
١م‏ ہسمت مم میل نماہد دائست . وچون م١‏ موازی ھماس ہر ((0)) درقطه ,ا١‏ است 
بس از آی ہنا ہرتعریف صفحہ بوسان نتیجه فو ق ہدست میآید ( شمارہ ۱۳۸) 

اتد سان قت کە قائم اصلیکه ہدین ترتیب تعریف میشود قائم واقع در 


صفحۂ بوسان ھیسا شُد , 


٥ات ١‏ 
ورک خمید کی منحلی )6( در نقطه (3٤‏ قطه ٥‏ بودہ و بدین آرتیب ہدسہست 
میا ید ئہ در روی قائم اصلٰی 311 طول 06 را بطوریکہ سثً ج) ۲( )٢()‏ 
دایرہ پور کت 0و و بشعاع ٦‏ واقع در صٔحہ بوساتےیے دایرہ خمیدگی نامیدء 
ھیشود : مصحور این دایرہ بعلی خطکہ ار نقطاذ ( عمود بصفحه بوسان باشد۔ محور 
خمیدگی وہا خجط فطہی نامیدہ مود 2 
عمود 5 11 رصفٰحہ بوسان کہ ار ٦‏ رسم شدہ باشند بہ بی نرمال موسوم اث : 
سوی مثبہت ۱ نرا طوری انتخاب میکنند کە سه وجہی ا ۷ ”1]( ہمسوی سہ وجہی 
مقایسہ باشد : این س۵ وجہی ) س۹ وجہی )7۲6 و با س۵ وجہی اصلی نقطہ 1× 
ناسدہ فيثے ۰ 
باھ۔ ہم ود ۱ 
چنانکە یم خادط "۸۰ را موازی 8أ ر ھمسوی ان مرور دھیم ت ثھرادر 
نقطه 0 قطع کردہ چنانکہ 11 منحنی 0( را ببیمابد 3 ہك منحنی )۰ راکەاندیکاٹریسں 
ٹی نرمال نامیدهہ میشود خواھد لیمود. 
حال ثابہت میکنیم کہ مماس ۲ موازی ل/, میہاشد بدین منظور بتر تیب 
(ء .74 کے 1 و( اص 77 ھ) و‌ ۱ ۰ : ےھ) راکوسینوسہای ہادی "111 ۷ء 8 ۷( 
ا ےم ١‏ بن نه کو سینو سی ھادی تو تط ریش ھائی کہ درمورد تیر محور ھای 
مختصات -- فسا ذکر گردیم ہم ھربوطند . مختصاتن نقطه 27 بتر تیب ''ے: ٰ4 + لم 
بودہ وازا وجا ہارامتر ھاىی ھادی ٰ0 7 ہر تیب گی ٢۱‏ ' کسی و یں خواھند بہود نس 
کافی اث ثابت کنیم کہ ا عمود به '[ 11 و 818 بودہ بھی : 
* سے گل یی لہ ''جھ گی بے لہ ' کپ سے )٢۲)‏ 
سے ا لو ا ۔ل ١ج‏ لے یچ ×١‏ ےل ١او‏ () 
میباشند . حال معادله (٤‏ از فاضله گرفتن 0-7 : مر لم ا ا ا 


بدِیست اسنہ و معادله )۴( از فاضله گرفتن سی ھص ->- وج سے ت6ج سل 24 


یعنی از 


اق ات 
بعدست میآید. چون پرانتز دوم صفر عیباشد زیرا 8 عمود به 8م است پس‌از نجا 
پرانتز اول نیز صفر خواھد بود 
حال ۸ا ۷ را ھسوی 1 راستادار کردہ و سوی مثبہت روی (7۳) را طوری 


انتخاب میکنیم که یم مماس مثبہت قطه ہر آن ' "ہر باشد. ؛ را طول منحنی الخط مم 


7إ گے ۱ 5 نے 5 0ے 
8" مقدار 7 جچورج (ہ) ر ناب منحنی (0)) در قطه 1 نامند . 
گے" : 0 
و ن مقدار بعئی سس - ۴[ شعاع یت کی خوا نہ مبشود 
2 
نعر یف تاب منحنی نظمر آ ریف خمیدں ت- ١ن‏ میہاشد : چنانکە نقطه ۱ را 


رری (٥6)گرفته‏ وانقطف ۸۷ اط بآنراروی ( ا درنظر کر فوس لور تر کا کم 
بات بینہایت کوچگ معادل زاویه ) 0010 "080 ) سے ۱ع مبہاشد :۰ 


حال این زاویەھمان‌زاویه بین ‌صفحات 220" قاط 1 52 ہودہ ودرنتیجەمیتوان 


کک کہ 7 مہ 
کت وش 2 ٦‏ ہسمت لھ میل 


گفت کہ تاب منحنی در نقطه ]ڑ حد نسمت - 


کند خواهد بود 


۱ ۔ دستور ھای فر نە - در اینجا مشتقات نہ کوسینوسہای هادی کە در 
شمارہ پیش یاد ۱ 3و2 شدیم نسبت ب4 3.- حساب میکنیم 7 
چون مففات نقمله !// بت ر ٹیب ہے کے ھسلند سس کوسینوسہای ھادی ۵8 0 
دفت ۹ کی پے یی 








۰ : سا سے ہے سے ' 4ھ سے۔.۔سم جح آہ : نل شا 
حر یب "ہے ٥‏ کت مم سے[ خراغ ۰ 
ہد 0 گی - چ گے ۱ ص0۵0 یس 
وچون میتوان نوشت و سے یہ رس 
٦ .‏ ۱ ۵ ا می ٰ کے ہف : 5 2 سے گے 
ار تا ۰ 7 پک کے ٦‏ ٰ1 جا جہن 1 7 چچت 7- ) ١ ٦‏ 


7 وس ٭ یك ''ے گے ٌ می ۱ 
ا وی .مکی یی ہی لے چو 
۱ '' پے 5 7ک سج نب یی 


س۵۷ 
ون یت 
حو انل شں. د۲ یی رح جا سے ر‌ 7ی کہ ۸ئ - ےت 1 
کر موجہ ما را ا ور از ہ+ مکی ۱ ٢‏ 0 


مشتق فک ۴ : سی حاصل 
”یگ 


7 و کت و 
چو رر تیج 


ششّدہ وچون روابط (ح)او (۷)را در نظر بکرم این تی بصورت : 


لوشته شدہ ورس از بخش ہر ے دسٹور ھای : 
کے ریت 2 ”فان مات فو و نت می 


ئ٣  (ً×‏ ہے ُّ۳" 7 2970 ذ گی 


را خوإھیم داشت . دستور هلی (-) 7 )۷( و )۸( بدستور ھای فرنه موسوع بودہ . 
وچنانکە نەهکوسیٹوس را داشت“ ہاشیم میتوان بوسیله آ ہا ہإ و را حساب نمود . 

۳۲۔ محاسبہ شعاع خمیدگی - برای محاسبه ہز دستور ہھای )٦(‏ را 
مجذورکردہ و جمع میکنیم ہستگی حاصل : 


کے کہ یگ 
رھ )ب رھب رک )ےی 0م 


مقدار 7 را ہما خواھہدداد : چنانکە رز و را مخ تصات نقمله 1( ریف میدائیم 
۷س 7 جن 7 7 7 
: کے جج نے 6 چجچو و نہد سی بو دہ ۱ جا رھ 
کە: رر ت2 بودہ واز ا نجافرمول ٥‏ 


ماگ کو وھ ھا ےج ری 
یج رج ۔۔ ) "وی )- 8 )۰ 


۲ 


را میتران بصورت : 


ہر اوہتن 


ھچک جج چ۔ ٠ھ‏ وج -چج۔.چچہ -ج 





بەحش تب بر۵ فم 


۶۴ن مجموع قاط حقیقی با مو ھو می صۂ<ہ ک‌ مختصا تشان ری ہت بدو محور 
واقم درغمان ل4 در معاد لہ درحه4 دومع : 


ہے ۳ ام +١‏ ص6 -+-رء ۵ ٣۳۔-‏ تدے۵ ک(رئرھ)ک7ر (١)‏ 


7 


3 7 ۰ . .- 7 یی 
صدق کنند منحنیات درحه4 دوع 5 منەروطات نامیدہ ھیشوند ۔ ضطرایب 7 

کثیرالجملہ ممکن ات حقیقی با مودوھمی ہاشند ولی ما تمام ۱ نہا را اعداد حقیعی 

۱ . سم : ۱ ۱ 5 
فرض نمودہ ونیز مجموع جملات درحه دوم ان یعنی )ا + ٢٢٠۲ھ‏ 
را به (یں,ص) ب نمایش میدھیم ‏ چنانکە ای نکثیرالجملہ را بصورت 02 بنویسیم 

کثرالجملہ . 
۱ ۲رچ وب +۲٣‏ وم ٢[۷+۔‏ ×وح +٣‏ وی تا ۳۲.ےہ سط۸ ک (2حرى+,ھ)لظ 


اسم 


تنسرے آو ون متا ےت ین کا مت 


۰ : 
رما -- ی8 ۸-۳۲ ک روص ھ) الات ۱ )٢(‏ 


سے : ۱ 
* ( پر ۔۔ بر 8 ےک (جرئ, ۷4) پل( ہت 
وہہ وہل کا کے (ی رع) ا 


ز8 


ا5و 


أ‌.ًَٰ۸ : 
خوإھد بوٹ 7 دترمینان 7 0 0( جج ۸ ضرایب جو اود بر مقادیر 


إْ 


اج 
اہ 


فوق مببن کثیر الجمله (ور )کر وا (ئ,رىم۶) 7۶( نامیدہ شدہ و ما ضرایب 


-٥٥۹- 
۳ نماد سس‎ ۶ُ” 
"ج -ںمم "0 بریرحء.  ظا سے‎ 
ت۔۔پررڑ-6ء‎ ٣ و -۔ لام حء. (ڑی ا8 ےہ‎ 
۱ ھیناھیم‎ 

۱ ۴ت ردہ ہندی منحنثیات درجہ دوم ۔ نقاط بینہایت منحنی درجە دو 
کہ توسط معادلہ (١ِ‏ نمایش دادہ شدہ ھمان نقاط بینہایت امتداد ھای خطو طامکہ 
بمعادله : ہے ٢و‏ ں) ۔۔ و بج8٢‏ ۔۔ ٢ج‏ ۵ سے( ى ,)مم (٢)‏ 
میہاشند ہودہ این خطوط ممکن است حقیقی, موھہومی مجزا وبامنطبق ہرہم باشند . 

ملاسا اوس۲ ماف فان کرھامر تا 
دادہ 3 بند معادلہ )١(‏ ہگ منحمی از نوع بیضی را نمایش میدھد . 

ثایاً چنانکە ہے "8 ۔ )]ھ باشد معادلہ )۳۴( دو خط حقیقی ومجزارا 
نمایش دادەگو بند منحنی از نوع ھذلولی میباشد . 

0ا سانک: 0وک ھی 'باقد مال (۴) دو خط منطبق برھم را 
فا دادہ 1 ند ماحنی از نوع شلجمی اِست ۔ 

وبطور خلاصہ گوبند یک منحنی درجه دوم ازنوع بیضی ؛ ھذلولی وباشلجمی 
است ہرحسب آنکە خط ۔ینہایت را در دو نقطە موھومی ء حقیقی و یا منطبق برھم 
قطع نمابد . 

ہایہد یاد - شدکہ شرط ہ٭-ے ‏ ئا - نو لازم وکافی سیت برای انکه 
کثبرالحمله (ۓ, ۶  )‏ محذور کامل یك کثیرالجملہ درجه اول سو ہ۔ح۔ع/ باشد 
و 2 نتیجه میشو دکە معادلہ عمومی خم ھای نوع شاجمی را میتوان بصورت : 

سے ما ۔ چ٢‏ ہم ٢٢ط‏ (ورث+-۶/) 

اوشت . ثقاط بینہایت این منحنی منطبق بر نقطه بینہایت واقع درامتداد (/ --,) 


مبباشند . 


۱ یو ۱ 
م رکز يك مخترو طٰی 


۵ ۔ تعررف - قطه ۵ را مرکز تقارن وبابطورخلاصہ مرکز یک منحنی 7 
نامند چنانکە قاط این منحنی دوہدو نسبت بدین نقطه قرینه باشنلد . 
۱ برای آنکە نقطه ٤2‏ م رکز منحنی 7 باشد لازم و کافی است کە اط برخورد 
ھرخطبکہ از این نقطہ مرورکردہ باشد ہا ملحنی نسبت بابن نقطہ قرینه باشند . 
شرط آک4 مبداء مختصات مر کز ہك مخر وطی ہباشد۔ منحنی مخروطی 7 
را ہمعادلہ )١(‏ فرضکردہ مختضات یك نقطہ غبرمشخص ازخط ,1 کە ازمبدا:گذشتہ 
بائثد جذا نکه وخ را پارامترھای عادی این خط :9 بصورت ںو ودؾئؿزم خوآھند 
بود۔ مقادیر هر بوط بنقاط رت منحنی وابن خط ریثەھای معادله : 
٭ -ح ۲ڑ ۔۔ (0 0 .)ں0 ٢ل‏ (ٴؿن -+۔ ۵ہ 8 ٢‏ لہ ہك ۸) 7 (١‏ 
بودہ رای ان مبداء مرکز ملحنی باشد باہستی که معادله () دارای دوریەمخالف 
ہم باند تا ایت لازم میآیدکہ رھ سے و روڑ۔لہ پ,0] باآمد, چنانە ٥و‏ 1[ ھردو 
صفر نباشند فقط خط ہل پ10 لہ سر 1 ماحنی را در دو نقطه قرینه نسبت 
بممداء قطع کردہ : ار آ یی لازم مبابد کہ ہرای آ نک مبداء مخا‌صات رکز منحنلی 
ہاشد ہایستی کہ ضرایب (آ و ([ ھردو صفر باشند . پس از ٦‏ یه زیر را میتوان 
بیان نمود: 
قضيه -١‏ رای ايك مبداء مختصات مر کز با منحنی درحه دوم باعد لازم 
و کافٹی است کە معادلہ ان دارای عوامل درحه اول نبائد . 


شر ط] نکہ ِك اقطهمر کآز محر وطی مفرر راشب - لی 


سط 


4گ ) را مختصات ۵ 

قفرضش کردہ چنکانکہ محور ھاىی مخت صات را ہموازات خود ہاین زقجاہ منتقل نہائے 
ج7 

معادله خم "7 در دستکا حدید ند ٭ے ( ہر نر .لہ )یر شدھهھو چنانکہ 

اہن معادله را بر حتسب دستور تیاور سط دھیم معادله : 


نے (ر3)>-+(و نہ۲ ۳۷۴۶++- مو عاے +١‏ مور تھا۶ 


۔۱١۱-۔‎ 


یس امعتمو عواق: ا نکمتدا وید 5 منحنی باشد لازم و کافی است کہ - 
٭ و ٹگ)یرھ7 و 0 وو ھا عر 

ہاشند واز أ نجا قضيه زیر نتیجە میشود: 

قَصرہ ۲- برای ۱ نک نقطه ھی مرکز ممُحنی درحددوم مم سے ( ,تام باشد 
لازم وکافی است کە مختصات ا ن ریشه ھای معادلات ‏ ح(ریع) کر ر 
٭ -“ ( مز,٭ ).حر باشمد . 

بحث در مھادلات مر کز ے مختضات مرکز از حل دستکاء 

۱ 


٭ حم 0] سل بی +۸7 کے تر کپ ۱ (ہ) 


٭ سسہم 'پ ۲ : ے ؛ ۱ 
بدست 5 واین معادلات رز معادلات کہ نامند ھر کدام زا نہا بلک خط در صٗحہ 
-١‏ چنانکه "8  -‏ مھ سعر مخالف صفر باشد دنتکتار(6)ھارائ ارت 


ریش بہودہ وخطاوط مر کے متقاطع میباشند دراینتحال ملحنی دارای بھر کز ,فاصلہ 


گ۷ 


نزدیگ ہودہ و سام اع: نت و ا کے ہے پر خوآھند بودا 

. چنانکہ ٭ سد کر باشد دستگاہ (ہ) غیر ممیکن و پاغیر مشخص ممباشد‎ ٦ 

حالت اول - دستگاہ (۵) غیرممکن است هر گاہ خظاوط مر کز موازی بودہ 
وا نکە طرف اول یکی ازاین معادلات مقدار ثابتی ہاشد دراینحال منحنی ٥‏ دارای 
غر کن نخواھد ہود ً_ 

حالت دوم ۔ دستگاہ (۵) غیر مشخص میباشد هر گاہ خطوط مر کز برھہم 
منطبق بودہ و پا آ نک نکی از معادلات (م)ا ہصورت باك اتحاد در .- . در اہتحال 
تمام تقاط یک خط پم مراکز منحنی خواہند بود و چنانکە ]3 نقطە از" باشد ') 
قرینه این نقطه نسہت بنقطه از ۵م روی'/ واقع خواھد بود ونیز ٹریندھای :21 نسہت 
بتمام نقاط ۸م روی منحنی واقع میباشند . حال قرہنه ھای '04( نسبت ہتمام نقاط ۸م 


وحد تی ۔۔ تحلیلی ۹ 


ےا ات 


نقاط مختلف خط جا کہ از 8 مواز ی ے رسم شت آشت سافش, 

پس از ا تجا نتیجه میشود که ہرگاہ ہلت منحنی درحه دوم دارای نک خط 
مراکز باشد خطمکہ ار بلک نقطه 1 منحنی موازی ان رسم شود تماما جزء منحٰی 
بودہ ودر اتیج لین منحنی ہدو ظط (ا و ٭'نا موازی وقریلہ ختط مراکز تجزیةہ شدہ 
و بطور استْتاء سان آہنت وو ڑھ بر خط مراکز نز منطبق باشند , 

٦۷۔‏ ردہ بندی دیگر خمهای درجہ دوم ۔ ردہ اول خمہائی هستندکه 
دارای بات مرکز درفاصله نزدہت مبباشند : این خمہا ازنوع بہعغی ہا ھذلولی اند. 

ردہ دوم خمہائی ھ۔۔تند کہ دارای ور کے نمیبائند ۹ 

ردہ سوم خمہائی ہستند کهە دارای بک خط مراکز میباشند این دسته فقط 
شامل دو خطا موازی حدا ویا منطبق برھم مبہاشد و 

میک خمہای دسھت4 دو وسوم خمہای نوع شلجمی میباشند, 

ال بررسی اینکه درچھ صورت معادله نوع شلجمی 

٭ سے ۴[ سلپ ٢(۳‏ ۔ل۔ر(]ا لہ (ر۔۔ہمہ/) _٦(‏ 
نما یش بات منحنی ازدستهہ دوم را خواھد داد میعمائیم ۰ بد یمنظور معادلات خطوط م رکز ۶ 
رساوااہ اہو 2777 
٭ سے پ[ ۔۔ (وورور۔ح+- ۲ر /) 72 

را نوشته بجای بکی ارز معادلات معادله ء سی إ ‏ ۔۔۔ پر( را میگیریم این معادله 
ار سام دو معاد لہ بالا اس از ضرب اولی در مرو دومی در 7 ہے بدست آمدہ وازانجا 
تیج میشود کہ ھرگاہ ٠‏ حر 0 سس ووم رو بہاشد وشتتگاہ معادلات مر کز غیر ممکن 
سس بطور خلاصه ہر گاہ معادلاٹت: 
×× ہرد حا 7ر ٭ سے ۳[ ۔ل و(( ٢۔+‏ رم٢‏ 


نمایش ڈو خط متقاطع را بدھناد معادله (٦‏ نمایش ہت محی از ردہ دوع را دادهہ و 


وچنا نک ا پن مقدار صغر باشد غبیر مشخس خواھد بود ۰ 


چنانکه اہن خطوط دارای بث امتدا!د باشند نمایش يك منحنی ازردہ سوم را خواھد داد . 
ہا فرض آاخیر ضراہب (] و [] متناسب/ و سم بوده واز آنچا میتوان چنین نوشت : 
وسطجہ آ6 2ا 
بس معادله یك منحنی از ردہ سوم رامیتوان بصورت 
٭ سے آ1[ .ا ( وو ی۸ )مر ٢‏ لہ ار ور /) اب 


نات 
.۰ انتقال محورھا بطوریکە مہداء مختصات برھ رکز منحنی منطبق ‫۱ 
رد ۔ نقطه (ںو,,ہ) ۵ را مرکز منحنی مخروطی ازردہ اول یاسوم فرض کردہ 
2ار ٭لاد۵؛ارا محورھای حاصل ازمحورھای اول توسط یك انتقال عیگیریم 1 جنانکە 
بیشتر محاسبہ کردیم معاد لہ 1٦‏ در دستگاء حدیں ٠‏ : 
کرت وک ا ا 7ر 7و 2 مر ار وا 
بودہ وچنانکە ملاحظه کنیم کہ : ہ کس رز )حر و ماس رےل )حر 
میباشند این معادلہ بصورت ےت رٹ و موہ 
نوسُته خواهد شد کر لەن معادلہ عوامل دذرحهہ درخ ھمان ال معادله دادم شذٰھ 
میبائند ۰ برای محاسہہ (وئرےَڈ اکر اڑپنشتگی اولر در مورد کت الع ھایھمکن 
استفادہ میکنیم : 
گ3 
روسان مر ر 2ے تر یت ا تن 
برای محاسیہ ا و باید اول (ز .)ےم را ھمگن لمودم و بعہ در 
مشتقی آن نسبت به سر بجحای و یت را فرار دھیم پس از ا نجا : 
(۔- ا ۸ ١‏ سا ط۷ کے (ط۴یےص:) ضر 
بوده و چون در بستگی بالا بجای با وو مقادیر پع و مورا قرار دھیم: 
دی رز س٣‏ (] عحد ) مج وم )7 
خواھد ہد 
تبکە مخروطی از ردہ اول باشد: ‏ گر 
در حالتہ ہ مخروطی از ردہ ول باشد : ت7 فے وت بودہ 


واز آ نا ۱ 7 2 ےط سے رو )عر میباشد , چنانکە کی یلاہ 


میشود صورت این‌کسر بسط دترمینان ۸ نسبت بعوامل خط آ خر بودہ و در نتیجہ 
معارله منحای بس از انتقال مبداء مختصات ہمر ک5 ان : 


۳ی98 )۷( 
رر 


خر امں نشدں ‏ 


۔١ا٦١-‎ 

۸ ر_- شرط آن یك منحنی درجه4 ڈوم ہد وخط آجز 4 شوہ ۔ ةصیه - 
برای آ رک معادله سے (, ج )مر نمایش یگ منحنی تجزیە شدہ را 02 وکافی 
اس تکە ھبین آق صفر باشد . 

این شرط لاذم میباشد - فرض کلیم کہ ه ےکر نمایش دو خط را بدھد در 
حالتیکە این دو خط متقاطع باشند تشکیل يك منحنی درجہ دوم را کە دارای بک 


مر کز اِست فیدھند چنانکۃہ جو ر ھاى مختصات را ہاہن ٠‏ نقطه انتقال دھیم معادلہ 


بصورت (۷) در آمدہ وچون مرکز روی منحنی واقع است ٭- ۵۸ خواھد بود . 
در حالتیکه 2 طبکە منحنی ہآنہا تجزبه میدود موازی یا منطبق بر ہم 
ِ باشند معادلات فرکز دارلی ضرایب متناسب بودہ و دترمینان ٛخ در اینحال ھم صفر 
خزاهد شد . : 
این شرط کافی است زیرا چنانکە ٠‏ -ے ۸ بامد اگر منحنی از نوع بیضی یا 
ھذلولی است معادلہ آأاك سہت بمحور ھائیکە از مرکز میگذرند بصورت : 
0.٦‏ )ا ہودہ ونمایش دو خط متفاطع را خواھد داد . 
وچنانکە منحنی ازنوع شاجمی باشد (ی,< )مر را میتوان بصورتکثیر الجمله : 
ر+رج رت٢‏ (یویرہ۔۔۔/) 


جح ہہ / 
چا طز 
یرم چز ح ٢ل‏ ۲ آج اور ٭0]ا -- ح۵ و ا: "7 ۔۔ ور 5 ) سے سے ۸خ 


۔خواهد شد . 
حال بنا برض ہ ے / زا[ وم (] ا|ٰست دراینحال چنا نک دیدیم منمحنٰی دارای 
بات خط اکر بودہ واز دو خدط موازی وا منلطبق ہرھم تتکن میشود: 


سانہ ک رذن معانل4 درجھ ندم 


۹ ۔ میخواہیم ناہت کنیم کە ھموارہ ممکن است دو محور قائم مختصات 


۔٥١۹۵-۔‎ 


ا نتعاب لمود ہطور یکە معادلہ ار منحنی آحجزنة انشدہ درجه دروم بدورت نکی از 


معادلات زیر 
۲ ۰۲ 
اھ وی ا ات ھی رر تج پ٣‏ 
8975+ پر سے جو وو ہہ 


در آمدہ و ار ۱ نجا تہحجك4 09 کہ ھر منحنی درحه دوعم تج ز یہ نقدہ ہلت بیەضی ' 


ھذلرو لی و یا ہا شلجمی مبباشد . 
در صفخه دو محور قائم مختصات فرض کردہ الہ درحه دومرا نسبہت 
ہاین دستگاہ بصورت : گر ۰ 
ڑل وط ×١٣‏ ۰+ "ول یرم ۸ڑ ۸س( )۶ر 
7-7 یم رحسب (ردہا؛ بکه منحنی بآن تعلق دارد چند :لت تشخیص میدھیم : 
2 اول - مندنیٔ ار رہ اول میباشد - چنانکه معادلہ منحنی راپس 
از انتقال محور ھا ہمرکز ان بنوبسیم معادله جدید : 
- ہے+ روہ ہو وا کاو 


خواهد شد . حال محور ھای مختصات را در حول مرکز ہزاویە ء دوران فیدھیم۔ 
محورھای جدیدرا ۵ و١2‏ کرفتہ و زاویە ب را طوری انتخاب میکنیم کە در 
معادلهہ حاصل ضریب ۷٦‏ صفر شود . دستور ھای تغییر مختصات : 
ین دنع لآ ۔۔ یم ورؤو حر سے روز پس وروی ا سہ یم یںع حر سن بج 


بودہ پس معادله منٔی در ا" حعدیں : 
: پ ےا ہے + +۲8٣-٣٣٣٣٦٣۳‏ 5ھ 


نوشته خواهد ے7 اہ و8 وب بٹرتیب مساوی : 
جس ۷جرزع >) ۔ل.ہ سو جوم ہر جرزھ ق ٢‏ ۔-- ۱ ٢۰ع‏ ۸ر سے 
جو ورزد س ووہ -) ۔ا۔ ( جو حورزو ۔۔ سر ٣وور‏ ) 5 ۔۔- و حوہ و جراہ خر -- سس ا 
جو تووں ) ۔۔ ور جو یہ جزو ۲.٢‏ -- جو ٢جو‏ ث سح ہ0 
عیبائند . برای آ نکھت 8 باشد لازم وکافی است کە : 
س ٢‏ رو ٣٢‏ >> م٢‏ جده ()--۸) 


۔۱١١‎ 


: قڈ؛ 
و یا: بسن 





۸ سد‎ 
)۸) “٣ ۶ 


باشد ھی حالت خاصبکه لن سے ۸ر اسشنثت ٭ ےب ٢‏ یں بودە و محور ای حدید در 
امثداد نیمساز ھای محور ھاىی قدیم خوآمند ہو 
ص٢‏ جار ٣٢‏ لم ٢‏ موہ (ن ہ-ھ) ے0 - یھ ر0)+۔ھ ٢٣‏ ۱+۱ھ 


فیباشند حال طبق (۸) 


۲ .ٰ و ا۴ ۱ 
پج+ووڈیو ید جس مج تجچوےے ہےے ا گ001 ۱۷۳ 00۷وسست سس شس سسجت چشہ و وا لوشدئو امت 
ا و کا آج ےار 
واز انتحا: ۲ ٛ۔ ۲(جعیہژسےڈی لص --ھ 


خوإاہد شد . و چون مجموع ٣٢‏ -+-+ھ و تفاضل ہ٠‏ :- ١ھ‏ رامیدانیم این مقادیر 
را میتوان حساب نمائیم . 

ونیز ممکن است حاصل ضرب این مقادیر را حساب نمود ہدیئمنظور چون : 
(٣‏ -,ھ) ۔- (٢‏ ن0 ۔۔ھ) سے 60۱ ھ٤‏ عیباشد پس در اینحال : 
أوراتصی س6 قد راز ا اسم ود کات سر انفرا ی٢‏ کر ٭٭ 
معادله جدیدرا ریشەھای معادلہ درجہ دوم زیر ثرفت : 

8: )۸ھ+۲٢٥(8+۸)۷‎ -- ٢ ہے‎ 

معادلہ ساد۵م شدہ ۔ پس میتوان ہا انتخاب يك دستگاء محور ھای مختصات 

جدید معادله ھرمنحنی ردہ اول را ہصورت 
۸۵ 


ےک خی د۸ 


نوشت: ہس اگرمنحنی بدوخط ریہ نشزد ۸۵ مخالف صفر ہودہ ودوحالت ہر 2سب 
نوع منخنی تشخیص دہ میشواد : 
۹- منحنی ار نوع ابہضی است ے 2 و ھ۸ ھم علامت بودہ ر چنانکہ اہن 


علامت ہا علامت 2 نے باشد میتوان تمام عوامل را ہر بخش نمودہ ومعادلہ 








ص27 
۱ کچ 
را بصورتثت : بد "0" )۹) 
ون لے 5 ۱ ۰ ا +۸ ا 7ت ٰ6 : ۰ 
نوشت . ہ و6 در اینحال رہشه ھای دوم اعداد وہ خواھہند بود 
0ے 
منحنی کہ توسط این معاد لہ نمایش دادہ شدہ انت دارای ھچ اقله حفیقی 


ود گت بن نمایش ہلت نحص یىی موھڑمی را معیدھدں 


چنا نک علامت -مخالف علامت ۸ ور ۲(" بامد میدو وان لمام عوامل‌را ہر 


کی را نمودہ ومعادله را بصورت : 


مس - پت + پٹ رم 


نوشت َ۰ و4 23 اہنحال رہ ھای دوعم اعداد مت 


ھ١‎ 


کہ معاد لہ ). ٤‏ نمایش ہت بیضی حفیقی را مبیدھد ٘د رر حا نکہ ” و کو وبا 


- 5 
و ناک بودہ و مبد ایہم 
کوچکتر ازگی باشد محور ہی کانونی ان نددك ویا 7٦2ا‏ خواھند بود 
چنانکە کے سے یپ باشد منحنی دایرہ بودہ درایتحال راےحےحم۸م و مه ا(ِست 
۴٢‏ ۔- منھنی از نوع ھذاولی اسٹ ۔ در ایتحال ۸ ربَ٤“‏ دارای علاصنات 
۱ ۱ کا 
مختلف بودہ وچون فرض کنیم کہ علامت ضر ؛ب 2*٦‏ ھمان علامت ہی میہاشدیس 
ار تقسیم تمام عوامل ہر ّح معادله بصورت : 


3 ٢ 


اص ۷ے سا ہر.۔... سے 


تھ ای 





)١١( 


نوشته میشو وو حَتانکن ۸و 7 مختلف العلامہ باشند پس ازتغییر 1(۸ بہ (١‏ 
و بالھکس 0 عقمان ت مه بذڈست خو(هد مد مجر ابنجا و5 جذر ھای 


جات مرا -میباشند معادله 3 ٤‏ بات ھذلولی که محورکانونی آ ۸ا اِست 


جھر تب _ 


-٦١۸- 


حالت دوم ۔ منحئی از زدم دوم مبباشد ۔ معادله انرا میتوان بصورت : 
۱ 
ہے (۔۔ پچ ۰-ج 0+ (یرظ+مح۸)--- 


باقن یکر ےجو جاکہ مت 
محور ھای مختصات را حول مبدا۱ء0 طاوری دوران میدھیم کہ محور حدید 
١١٢‏ ہموازات امتداد مجحاب قرار گر 5 ۰ہ را عمود باتك | تخاب منکنیم 
ا _ 
(7ض0)0 ,م0 )حبيیم بودم دستور ھای تغیبر مختصات : 
ور جم سپ لہ پر جورع 'ج سد لز سم جرزی آپ- یم مون ۴ن سد پر 


ی سس ازفراردادن این مقادیر ہصورت زیر درخواھدامد: 


خوآعند بود ۶ اَل منحنی 


٭7,, سم سر ۔۔ سم جرزو ج ) 8 ۔ل۔ زی وو ۔۔ مم 0۸ہ ') ۸] ہہ ۱ 
٭ سے ۳ڑ ہل (م موم موہ پر جرزعو ٭س ) ۳[ >١‏ ۔ل۔ ( بر ت راو - مم عم ') ٣‏ ۱۔۔+ 
برای آ نکه امتداد مجانب ھوازی محور ٭ ٥‏ باشد ہاہستی کە ضرین '٭ در 
٭حموع حملانیکە ہو ه دو رسیدہه است صفر شود و یا آنکہ 
)۱١(‏ سے ی ض8 لصوم ۸ باشد. بس معادلە با این شرط 
بصورت  :‏ (۱۴)ے بی رہ اس (( ٢ہ‏ ایم نوشتہ خوآھد 
شد . در این معادله : ۱ 


چ 
امم موم 8]-م رام ۸) 
س0000 00ے حم 


مم مہ ۳-۔ ہم روژزو (] - کس ۷إ + مم مم 0] سے (ا و 


۸ 
7 چ- ۸ 1 وہ 
مبباشند ۰ از نکی )۲ ۱( ۰ ہد سے ع) 0ا بدىےست اھ و از ۱ جا دو امم 
خط جہت 0۶ خواہیم داشت . یکی از أ نہارا انتخاب کردہ و مقادیر 
۱ ۰ -ے 
کم سی کت 7ص پور وق وہ مھ جا ہے ہیور ہے ھ۰۲۶ ۳۳۸ 





و 
(ا +ےحع) راازا جاہدست میاوریم : چنانکە این مقادیر را بجای ےء ورام وے ہہ 


در )و :0] فرار دھیم : 





س۹٦١٦‏ 
خواھہند شد . محاسبه ,5 لزوی نداشتہ ومیتوان بہمین ترتیب حساب نمود ۔ 
ازطرقی س8610 -- گ8ڑھ ہودہ وچون ‏ ۸ھ سے ۲ ۔عغعرہ و ے سم 
اسَشت بس ۸/ ۷-۸ سے خواهدشد, ودچون نز ٢٤ھ‏ ۔د 7۲ اِست پس بالآخرہ : 
امن زدسصر عبلےم 
اھت 1 نا 0 7 کہ ٠‏ کے ۰پت-۔ ۰ 7 کر ھ 

میباشند . باید یاد ! ور شد ئه چفانکہ معادلہ منحنی نمایش یا شلجمی را بدہد 
۸۵ مخالف صذُر بودە ودر نتیج۵ ٭ کس ۱ است . 

و ھمجئین چون ٤و(‏ وہ ھم علامتند ۷س ے۸ قاع نمز صفر نخواهد ہو 

حال محور ھای مختصات را ہموازات خود حرکٹت دادہ تامبداء را بنقطه 
(ملام, ع) منتقل عو معادله ۱۳( بصورت : 

[٣‏ .لے (ا۔ل۔ ٣)۶‏ ھ2٦٠۔۔‏ ( کے ڑ+ھ) ٢۔۔ ‏ (۳-۔+-ئئز)ہ 

وبا: ہے ڑل ملظ ٦٣7م* ۲٥٢‏ ۔۔ ۷ی ں۔۔- + و ٣٢-0 ×۲٣‏ 


نوشته خواہد شد . حال و پل زا طوری تعبین میکنیم کہ ضریب ۷ و مقدار ثاہت 
ھردو صدٗر با شند . بعنی 
٭ سے ٢.۷‏ رط ۲ ہے .٢+۔‏ مو١‏ ٭ ۱ک ۱([۔- یئوہ 


ہاشند . معادله اول مقدار ہو را ہمادادہ وازدوی ںہ بدست میاید پس‌ازا نجامعادلہ 


می کک ہہ 
راکہ معادله بت شلجمی نسہت ہمحور ومماس 2-7 آئست سی خواھیم ا ورد ۱ 

قدر مطاق سی بپارامتر شلجمی موسوم ہودہ و چنانحہ 7 | یه بر نمایش 
دھیم معادله منحنی : ہک م٢‏ لے ٢‏ خواہد شد . زبراھمیثہ 


میتوان سوی مثبت ×٭ را طوری انتخاب نمو د که طریب ]پ5 عنفی بامَد . چنفانکەہ 


۱ ۰ کرٹ میں کے ے ۱ 
بجای 6٦‏ و 5ا مقادیر شاترا قرار دھیم :۲ یہن - ۷ سے مم خوآھد شد . 


سم 


حالت نسق م سے منجئی ار رم سوم میباشكک ۲ معادله ۱ نرا بصورت : 


٭ ح ۴] ۔ل ( زیر ۔لہہو/) ھ۲۸٢‏ سل۔ ۷( تو ور سا مم7) 


ثت<۷۰١۔‏ 
ویاد --۔ ار سد ۲(مر سو ید ۔+۔ مر ) ۱ 
نوشته . خطیکە معادلہ آن سم و ویر سل۔ وم است معور × "۴ حجدید 
میگبر ہم و٦‏ را مختصات حدید قطە گر فئ ۸‏ 


۰م اتا ے٭ 


7)۲ .لہ 7(۲ 
خواہد شد ۔ معادله منحنی در دستگاء حدید مختصات 
٢ڑ‏ -۔- ۸ھ 
7 سل 2 


- حا ٢‏ 
شدہ رو چنانکہ می بیثیم ازدو خط موازی تشکیل میشود اہن دوخط حقیقی ومتمایز ند 
چنانکه ید ت7۲ بآقد ودوضورں عک موغوی پوزد رچٹائکا ے79 ار 
باشد ہرھم منطبق خواھند بود . 
پس ھمانطور کە در پیش گفٹیم مطالب بالا را خلاصہ کردہ و گوئیم کە 
ھرمنحنی درجھ دوم حفیقی وتجزیہ نشدہ بت بیضی ویا پا ھذلولی وپا با شلجمی 
خواد بود. 
٭+7-۔ شرط آنگە بث معادلہ درجہ دوم نمایش یك ھذالولی متساوی۔ 
الساقین را بدھد ۔ برای اکلسات 
ہہ 7ڑ ۔ رہل ١‏ ہپ ]٢۔اہ‏ کپ )لہ رر باب۱ ر۸ 
نمایش با عذاولی متساوی الساقین را بدھد بایدکە معادله : 
۰ ی)۔۔ و ۷۵۔١‏ د۸ 
دو خط عمود بہم را نەایش دادہ ودر تیج ٭ سے 0 +-ھمھ۸ بآمد۔. 
وبرعکس چٹانجہ ٣-٠‏ + ۸ باشد امتداد ہای مجاني منحنی برھم عمود 
بؤدہ ومنحنی با ھذلولی متساوی السافین خواعد بور . 
تن اذانن نتیجہ میشود کہ درصورت قائم بودن محورھای مختصات معادله : 
٭ سے 7[ ۔ح۔ روا +٣۲‏ > ۱۱+ پر م8٢‏ (پ۔۔۔ صی)۸ 
معاد لەکلی هذاولی ھای متساوی الساثین خواهد ود 


۹۹ - معادلہ س4“ ما مشتر لہ مخر وطات سے زملده برخورد ھرمخررطی 


جا : 


ہا 3 ئا محور هایش ۴ ان دہ و از ینا دیدہ میشود کہ ھر (ھم بی حقیفی 
دارای چہارراُس حقیقی وھرھذلوا ى دارای دورأس وشلجمی دارای پاٹ زا میباشد, 

حال ہ5 ىیازاین اتا حقیفی را مبداء مختصات گرفتہ محور سر0( را محوریکہ 
ازاین را اس گذشتہ و 0۶ راھماس دراین نقعلہ بکرم ٠‏ دراینصورت بازاء ھرمقدار مج 
معادلہ ھمنحنی دو مقدار مخالف مُ 7 بآن هر بوط بودہ و از 1 جا تتبیجچٰ میشود کہ 
این معادله شامل ھچ عامل درحه اول لا نمیتواند باشد . از طرفی مہحنی از مبداء 
مختصات گذشتہ ودر نتیحه معادله ان مقدار ثاہبت نیز نخو|ھد جا یں پس میتوان این 
معادله را بصورت سے پل و ص۳ ۲ ےک ۲٢ز‏ اوش پس اہن معادله بازاء 
مقادیر مختلف حر ر وا ھرمخروطی را درمختصان قائم نمایش خواهد داد ۰ 

۱ قطر ھا 

۴۳-۔ اقاط برخورث مخروطی ہا یك خط ۔ خمہائی کە در این قسمت 
برردسی مہنمائیم آعحز ی۵ نشدہ فقرض کردہ و نام مخروطی را با اخقۃصاص میدظیم . 
معادله مخروطی (6) را ٭عھ(ئو, ۶ )حر فرض کرد خط را توسط مختصات 

7 1 یس 7 

) راس سا نقطله ,لا وپارامترھای ھادی (غ۳,ے*) انکەہ تصاویر بردار تا .ا( فرص 
شدەاند تعن میکنیم ٦‏ 

مختصات با نقطۂ 1 اىن خط را چنانکە دیدیم بصورت ق م -۔ ملظمر ۶ ٣8۳۰۔8‏ 
. شرط ان 8 8. ن٣‏ سے 7 8[ باشد هیتوان نوشت : مقادیر ن ھر وط ہے نکاط 


برخورد م و (ن.)) ریشه ای معادله 
٭ > (ق 1غ ئل"بپ۔-ہ یھگ اکر )١)‏ 


بودہ و ہا استفادہ از دستور تیلور برای کثبرالجملہ 7 در<هہ دوم بصورت : 
ندر7ھاک ظ۰[ (و ا کرک س-ت رفا کر اوظ ا مز ا 
نوشنه میشود. دراین معادله نیز(ئ,7ھ)) مجموع عوامل درجه دوم خواھد ہور . 


چنانکە امتداد ۸۵ امتداد مجانپب مخروطٰی نباشد ) ر72 ۷ 1 7 متعالف صفر 


۔_۔١۷۲.-۔‎ 


ئا و خط مہ منحنی را در دو نقطه کە ممکن |است حقیقی : موھوی :؛ عجزا و با 
منطبق برھم باشند قطع خواہدکرد . 

چنانکە مخروطی ھذلولی رٛػ ہکی از امتداد ھای مجانب باشد معادلہ () 
معمولا درجە اول شدہ و برای آنکه این خط ھذلولی را در ھیچ نقطه بفاصله معین 
قطم نکد ہایستیکه ےم مجانب ہاشد . حال ہر ای آنکە این شرط برقرار باشد لازم 
و کافی استکە مختصات تفطه ,لا در معادلہ 


٭ەح(یىقظع) خر ا(ویعامگرھ (۴۲) 


صدق نمابند. 

پس از یا نتیجہ میشو دکە چنانکە ٭ وق پارامتر ھاى ھادی یکی ازامتداد 
ھی مجانب باشد معادلہ (۳) معادله مجانب موازی آن اداد خواهد ہود . 

۴- قطر بث مخروعلی ۔ قضيهہ ۔ مکان ہندسی اوساط وترہائی موازی 
امتداد 7 غیر مجانب ؛ خطی کہ قعار امتداد ۵ نامیدہ میشود خوآھد بود . 

م وق را پارامترعای ھادی امتداد نج فرض کردہ برای نک (۶7,ء)لاوسط 
وتری موازی 8 ہاشد لازم و کافی است کہ خطی کہ از این قطه موازی ۵ رسم میڈود 
(ک) را دردو نقطه ' و ''ت قرینه نسبت به 1( قطع نماید. حال مقادیر و مر بوط بنقاط 
٣۳و‏ طز از معادله : 

٭ سے (۳۵ر۴مأ)) ب ۴“ ۔-1(ئ۷۴۳ ک0 7 2 رکرھص]٢٣.۔۔(ى‏ چ )گر 
بدست مو و برلأی ای ا و ”ط نسبت ب4 ]4 قرینه باشند لازم و کافی (ست کہ 
مل 'س بعنی بستگی 
( و کر 9 و تا حر (٤‏ 
بزفرار باشد . 'س و "م مقادیر مٍ مربوط بنقاط 'ط و ٣۲ط‏ میبامند . 
حال معادلہ )٥(‏ نمایش خطی در فاصله نزدیك را میدھد زیرا 


(ص۵-(ص۶)ے ام کصق,ھ) مر ر ۰+ ع) ہاو ک (۰ع)و7۶ 


۱۷۳-۳۔ 


بودہ و معادله )٤(‏ بصورت : 
٭ >> ق٢ ١٢.8”‏ )۳)2 ۸١۔-‏ (س رت ا ہے 
نوشتهھ میشود . چون مم تابع کی نسبت ہە ج و ہو میہاشد پس معادلە بالارا میتوان 
بصورت : ٭ عد ق ۸[ ۲ے ٣٣‏ ٣١+-(۵,م)(‏ 4 7ص.-+ ڑم ےم أ ,۳۸ *٭ 
نیز نوشت . "ٰ۷ و کی ەردو در عین حال صفر نمیتوانند باشند زیرا در اینخال 
|ّٰ“ -ل۔ م۷ ٦‏ نیز صفر شدہ و چولٹژكت این مقدار طبق سک اولر مساوی 
((,) م٢٢‏ و بنا بفرض مخالف صفر اسُت پس این دو مقدار نیز با ہم صفر 
نخوآھاد ہود, ۰ ۱ 
آبصرہ ۔ چٹانکە ہہ را ضریب زاویە امتداد 3 فرض کییم قطر این امتداد 
ہمعادلہ : دوں یو ور وف خواھد بود . 
۴ ۔ اقطار محصوص ہ حال فرضکنیم ہس (7 رصم )ص باشد امتداد ۵ 
معجحانب ہودہ وھرخط موازی آن منحنی را دریك نقطہ واقع در ہینہایت قطع خواهد 
کرد . دراہنحال قطرمزدوج وجود نداشته ومعادله کہ ریشڈھای را میدھد بصورت: 
او وو رت وو و 
نوشته میشود . حال ہررسی نمودہ وی پینیم کہ معادلہ : (م) ھ سے رک۵۸ حر 
وبا ٭-“(8۳حم +١۲)‏ رام یلب ۶ نمایش چه خطی را خواہد 
داد . وچون بہضی دارای امتداد مجائب حقیقی نمیہاشد این ہررسی را فقط در مورد 
ھذلو لی و شلجمی مینمائیم : 
حالت ارل ‏ مخروطی اذ وع ھذلولی است ۔ در اینحال 


۱ کہا + 
مغ ۔-۔- ھ نے سے 'م( مھا . لے +٣۶‏ ھ سے ورام 


بودە وچون مم سے "ھت ھ است پس پ٥‏ ال ہردو باہم صفر نبودہ 
و معادله (ہ) نمایش بات خط ۸۵ را میدقدں : 


این خط مکان نقاطی است بطوریکە اگر از یکی از ٴ نہا خطی موازی 2 


١۷س‎ 


ر سم کیم منحنی را در دو ثقطە بینہایت قطع خو اھدکرد . 

حال دو خط 7 وٛك موازی بودہ زیرا 

× لد از ۳)8 ۷چ کر کور سے کے 

شاق ین ا ۰ نتیجه میشود کە تمام خطوطینکہ از نقاط مختلف ۸ موازی 2 
زسم شدہ ہائند ہراین خط منطبق خوآہند بود. 

بس خط ےہ تنہا خطی استکه موازی 8 ہودہ ومنحنی را دردو نقطه بینہایت 
قطع خواهد کرد و از انا دیدہ ھیشود کہ این خط : مجانب مر بوط ہامتداد 
مجانب ؿ۵ میباشد. ٭ 

نی مترانمخاتہای عدازل زا فارعا مخدری طرز کہ × رکنم اڑاآتا 
مزدوج ا[متداز خودش ہاشد فرض لمود . 

حالت دوم ‏ محروطی از نوع شلجمی النٌت ۔ در اہنحال ٍ را میتوان 
بصورت : آ(روب۔+ے )کے( )ام نوشت وچون مہ ؛ لر ہارامترھای ھادی 
امتداد مجااب غد پسں ‏ ھ ‏ سے او لہہ و در نتیج۸ : 


۱ 
و و جا سا ا جج ہہ 


ہے (قؤس لام )۲ں سے ٣ك۷‏ ک 
خواعند بود معادله ایکه ریہمقه ھایى ہپ را میدھد در اپنحال : 
٭ سے ز( م٣‏ ۔۔م ([)| ٢۲٢۔ا‏ رو پ )رر 

بودہ ومیتو ان گفت کە در اہنحال قطر مر بوط به بینہایت رفته است . در اتیجه عرخط 
موازی امتداد مجانب بک شلجمی ملحعنی را در پاٹ نقطه در بینہایت و در یك نقطہ 
درفاصله نزدہث قطع خو(هد نمود۔ 

۵ ۔ وضفیت اقطار - قضیه ۹ ۔ درخمہالئیکە دارای يك مر کز مببائند 
ہر قطر از مرکز گذشتہ و برعکس ھر خط کہ از مرکز بگذرد يك قطر واقعی ا 
مخصوص خوآھد ہود . 

زیرا مختصات مر کز درمعادلہ یک قطر یعنی درمعادلہ : ٭ کے کر۸+ رم 


سدق کرۓۃ وہرعکس چون مر کز نقطهاہست کەاز بررخورد دوخط ٭ے غررا سم 


۱ -١۷۵- ۱ 

بدست عیآید پس ہر خطکھ از این نقطه کات َمَعَاوِلة ہے ۹ى 8ػ8 مر 
بودہ واین خط را میتوان قطرمزدوج امتدادی پارامترھای ہادی نو فرض نمود. 

فقضیہ ٣‏ ۔ درشلجمی تمام اقطار موازی امتداد مجانب بودہ وہر کی ھرخط 
کەہ موازی امتداد مجانب ہاشد ہك قطر خواھد بود .. 

چون معادله شاجعی بصورت : 

جڑ ۔۔ و ٢‏ ۔۔ج 0 ٢‏ ۔۔ ٣ں‏ ۔+۔ جس )کے (ئ )کر 

نوشته میشود پس ۱ 
[۔۔(یر۔۔ادلص) ]۰۸+ (طح-۔(.+×!)ء ٢١]‏ کر عرق ۶ رم 


سم 


خواهھد ا از ۱ نحا معادله قطر مزدوج امتداد (غ۵ر) 
٭ ‏ 7ر0[ ۔۔۔ پس 0ا ۔۔ (وں ےو ا روس ۔) 
6 
ہودە و دیدہ میدود کہ این خی موازی امتداد مجانب میباشد : 


و رعہی خلا ٭ سے ز7 -ل۔ لؤپ .لہ ضا را مواڑری إمتداد مجانب فرش 


۱ ۱ ۱ ص, |٠٢‏ ا 
کرو چنانکە 7 ٥‏ را طاوری انتخاب کنیمکە گر سد ۔ ٠‏ 7ت اچ 


باشد معادله خط مز ہور بصورت معادله قطر مزدوج امتداد (ث,*) نوشتہ خواہد 
شد . از این معادله بب ول را ہا تقریب یك ضریب میتوان پیدا نمود . 

۷٦‏ - خواضص قطر ھا ۔۔ -١‏ نقاط تماس مماسہای موازی ٠.٠‏ با مخروطٰی 
ہمان نقاط برخورد منحنی وقطر مزدوج امتداد ر] میہاشند . 

نقطه (ئز ,عص)]0 راروی مخروطی گرفتہ شرط آ نکه مماس در ایر نشقطھ 
برازی اق انسگھ: ہے حرلر رم ناقشدن ایی نین 
نشان میدھدکە ٭ روی قعار 13 مربوط بامتداد ,1 واقع میباشد . 

۲_ خطوط مر کز یك مخروطی قطارھای امتدادھای محورھای مختصات‌میباشند . 

معادلات ۰ ےکر فطرمز دوج امتداد 07 ھ ٭ ٠>‏ ۶ک قطر مزدوج امتداد ٥۶‏ 
را نمایش میدھند . 


٣‏ بڑو یڑ را نقاط تماس مماسہای وارد از قطە ط گرفتہ قطر مزدوج 


ہے ۷ات 

امتداد 10 )۵ از نقطہ ط خواھدگذشت . 

رح و ہورا مختصات ‏ گرفته مختصات تقاط تماس‌یعنی 18 و'18 ازحل دومعادلہ : 

کر جو ضر ہہ اکر ہہئۓے پ ےو گڈہت 
ہدست ھیایند . چون دراین ساولا جزر و راحفات تفع غیر مشخصی فذرض کنیم 
دہدہ میشود کە معادله )١(‏ نمایش منحنی مفروض و معادله )٢(‏ نمایش یگ خط را _ 
میدھند . پس میتوان گت کہ نقاط تماس مماسہای خارج ازیکنقطە ۶ ہرمنحنی ھمان 
نقاط برخورد ملحنی۔ہا یك خطکه وتر 7ماس نامیدہ میشود خوامند ہود . حال پس 
اید ہدک سراف الا ستکار عق عای یع خطرامائر 
امرس عق ہز تمس ءً گرفت وازاً نجاقطر مزدوج این امتداد بمعادله : 
٭ سے و مھ سیر و خواهھد بود , از این معادله دیدہ میشود کە قطار 
مزدوج ا(متداہد ٦:‏ آ از (ہی۔[)۲ 00 . 

بس ار آنچا نتیجه میشود کە چنانکە منحنی دارای يك مرکز ہاشد خطیکہ 

نقطه ۲ را بوسط 1 وتر '131 وصل میکند از مرکز خواہد گذشت . وچنانکە 


منحنی شلاجمی باشد خط 1 ھرازی امتداد.مجانب خواھد ہود . 





شش ےت ش ٣٥‏ 


۷-_ ةطرھای مزدوج - چنانکە قطرمزدوح امتداد .آ موازی امتداد /آ 
باشد بالمکس نیز قطار ھزردوج لا موازی ب1 خو(ھد بود ‏ 


ے-۷۷١-‏ 
پارامترھایہادی آ و را(۵,ء٤)‏ و(<م.صضص) گر فتەمعادلەقط رمزدوج 7 
٭ سے (ق 0ڑ ۔۔مم 10 ٢)‏ ۳م" ہ-++-مكك× ٭ 
میباشد . چنانکہ این خط موازی 'سا باشد * سس ورام "4 اب ا ہودہ وچون 
ان ستکن را صورت : ٭> وك( ۶۸ے مم ہنویسیم دیدہ عیشودکە 
قطر مزدوج امتداد 'ىا نی زکہ ہمعادله : 
٭ ( مم 0۔ح می 0) ٣۔۔‏ و ام بر ۔انےپ اص + 

است موازی اھتداد (ق ,)را خوآعہد بود, ۱ 

تعریِف - دو امتداد بطوریکە قفطار مزدوج بکی'موازی 220 باشد امتداد 
ھاى مزدوج نامیدہ میشوند . 

ذزقط یکس کنا اڑا پامرازی ‏ رعانی نائد کا دیکری:ہدزئنث 
اھساو ی تقسیم ۳ئ قطر ھای مزدوج نامیدہ میشوند . ۱ 

پس انیج ستک یک پارامتر ھای ھادی رر )و( خؿ,'م) دوامتداد 


و ہا دو قعار مزدوع را ؛*"۴۰ مربوط ھیکند ٤‏ 


٭ سے چ۸ ۵ مم ً6 وا ہے )ُ۴ رر لہ رف 


و یا ٭ ‏ 'ق26) لہ ( لیم م سا لم ) ت سا ا پھر 
خواهھد ہود . ۱ 
واضح اِست کە این تعاریف فقط درمورد بیضی وھذلولی قفا ہل قفبولند : 
چنانکە امتدات ىا توسط ضریب زاویه اش وور معلوم باشد ہارامتر ھای ھادی 
۱ نرا میتوان ۱و کرفت و در یج4 قطر مزدورج ادن امتداد بمعادله 
یں موس اط کر ویا ٭ سے ریم[ ۔ل۔(] ۔ل (یہرں 7)8 (ہو--++ھ)۲ 
خواهد بود . چنانکہ ضر یب زاوبه خاط إخیر را آوور فرض حکن_یم مقدار ار' : 


772 ا ۸ أ' ۰ ٣‏ 2 ۰ 
2)2 کے وج لہ ق پک جج ج۰ی میباشد 5 ابن رابطه را مہتوان ہصورت رپر کہ سی بن 


ضریب زاویه ھای دو امتداد ھمزدوج (است نوشت : 
افو کر فوع سا ھا ا 


و حد قی ۔ اخطیلی ن0 


-۱۷۸۔ - 
محو رھای مخر ھ طٰی 
۸۸ ےہ آھر رف محور مخروطی قطاری اث عمود ہوار ھسائی کہ ان قطر 
باہد ہدو قسمت مساری تقسیمکند : 
اإمتداد عمود ہمحوررا امتداد اصلی نامند یں را ضر یب زاویه امتداد بآ فرض 
2۰ص "9ء" 


-۔۔۔ ہج وورر( مسباشد 5 


کردہ قعار مزدوج این امتداد بضریب زاویہ سے کہ و 
ہر ایآانکە اہن ‌قطرعمود پامتداد ‏ باشدہایستی کو اس عہ اور جو و پا لکه چنانحہ 
بعای 'ہوہ مقدارش را قرار دھیم : 
٭ ا ےوً ا(6 -ط۸ھ) ۔ رھ (ا) 

باشد . رپشەھای این معادله ضریب زاویه ھای امتداد ھای اصلی خواہند بود . بازاء 
ھرریشہ حقیقی دہ این معادله کە ضریب زاویه امتداد مجانب نباشد یك محور عمود 
بامتداد ,دہ مربوط بودہ ومعادلہ آن سے رصسںس ےکر خوامد بود۔ 
معادله )١(‏ ھمیشہ دارای ریشەھای حقیقی ومجزا است زیراکه دو عامل اول اق 
ملف افا اٹہ تلا سای سی کک یراز اضاشت 
میشود کہ امتداد ھای اصلی حقیقی وعمود بہم عیباشند . 

و نیز امتداد ھای اصلی نیمساز عای امتداد ھای مجانب میباشند . 

۹ من معادلہ محور ھا دہ و دہ را ضریب زاویه ھای امتداد ھای اصلی 
گرفته معادلات دو محور فی ا ا اک ای کی سا و 
میباشندہ بس معادلہ مجموع آ نبا ۰<( یک ہد ۴د ی۸) (ل سد ہ+-یگر) )٢(‏ 
خواہد بود. حال پ ون و پت ریہ ھای معادله )١(‏ بودہ و چنانکه این معادلہ را 


بصورت : : دش ) پوور سے وژوو ) ) ١ووں‏ سہ ووو) ہمویسیم دیدہ میشود کہ 


پٹ“ ْ2 ے 
معادله )۲( ار فرار دادن دی و بحای ک2 درمعادلہ إخبیر بدستن ما یں اس از 
گل 


میم 


س۱۷۹۔ 
: 5 و کر 
است کە در معادله )١(‏ بجای وہ مقدار ---- را قرار دھیم. 
کی 

نہییجة حاصل معادله ٠ ٠‏ حرط یج جو ھ7( ۸۵-0 )-ہ ٢‏ عرط 
خواهد شد ۔ 

حعالت شلجمی - چون در شلجمی دو امتداد مجانب برھم منطبق ند ٹبمساز 
ھای ۱ نہ پکی ھمان امتداد مجااب و دیگری خطی عمود بان خواهھد بود . پس از 
نجا نتیجه میشودکە ریشەھای معادلہ )١(‏ ضریب زاویەھای این امتداد ھا میباشند . 
در اہنتحال امتداد مجانب بات امتداد اصلی مخصزص بوادہ و پان محوری مربوط 
نمیباشد . درصورتیکه امتداد عمود بان ہت ا[متداد اصلیىحقیقی بودہ ومحورمر بوطه 
ان موازی امتداد مجانب۔|ست . 

پس ازا نا میتوان گفت کہ در شاجمی فقط باتك محور که قعار مزدوج امتداد 
عمود بامتداد مجااب ایت وجود خو(ھد واشت : ازا نحہ گفتہ شد نتْمسجة میشود کہ 


۱ چنانکە معادله با شلجمی : 


و0 ٣م ١۷‏ ا(5۶ھ+-ھ۸)-.ے(ص-)7۶ 


ہ۶ 


باشد معادله محور ان ٭- ر۴ رھ خواھد شد ۔ 

۰۶ ۔ے راوس سے محل برخورد ھرمحور ومخروطی را راس مخروطی نامند . 

برحسب خواص قطرھا مماس برمخروطی دریبك 27 عمود بمحوریکہ ازآن 
نقطہ یکپ د خواهد ہود . 

بیضطی وھذاولی ہرکدام دارای چہار راس ہودہ این چھارر٘س در بیضی حقیقی 
و دوتای آٴنہا فقط در ھذاولی حقیقی میہاشند . 

در مورد شلجمی ء محور موازی امتداد مجانب ہودہ وہا منحنی در یك نقطه 


برخورد نمودہ واز أ نجا شاجمی دارای بت راس میباشد . 


مات 
کان ےن و ھاٹی 

1۹۔ تعریف ۔۔ نقطۂ ‏ راکانون مخروطی نامند ہ رگاہ فاسلۂ آن ازھر نقطہ 

16 مخروطی تابع خطی از مختصات )0 باشد یعنی بطوریکہ : 
| جم سنج ۔۔ جو | سد 1517 (٦)‏ 

ہسترا قعمرو راسسسات ھا ٢ابن‏ ہم باشد . 

باہد یاد 7 شد کہ این تعریف ہسٹگ ی بمحور مختصات بدائك زیرا 
چنانکە محورھای جدیدی انتخا بکنیم و و توابع خطی از مختصات حجدید ا وو 
بودہ ودر نتیجہ باز ہم 7[ 8ل تابع خطی برحسب و وخواہد بود . 

چنانکە یم رم مختصات از فرض شوند یا 'ی )١(‏ را میتوان بصورت : 

اگ ۔ل پز ور ۔ل.۔ ںی | سے ۲) [- ج)۔۔ ۱(ء-ص)۷۷ 

ویا: "( مر سم سو وہ س]۔ جوم ) ص (٢‏ غ و ) ۔.۔ ا( [۔-و) 
نیز نوشت . چون این معادله از درجه دوم است و مختصات ھر نقطه ملحنی در آن 
نیز صدق میکند میتوان آنرا معادلہ مخروطی فرض نمودہ و نیز ہاید گفت کە فقط 
مخروطات اندکه تعریف کانؤن بدینطریق درہارہ آ نہا صادق میباشد . 

خط ہادی مربوط بی كکانون خطی است کەمعادلۂ آن ازمساوی صفرقراردادن 
فاصله 7ز تا بکنقطہ 4 منحنی ہدست ا . چنانکە 0 )0( بان 7[ ]3 برقرار 
باشد خط ھادی مربوط ہکانون ا بمعادلۂ: ٭ ‏ سے یر ۔ل و ورح۔ و خواہد بود ۔ 

۴۳ - قَصّيه - سبت فواصل ھر نقطه مخروطلی از کانون و از خط ھصادی 
عربوطه مقداری ثابت میہاشد . ۱ 

کانون مخروطی را گرفته و (ى, ٭ )ک3 را نقطۂ از منحنی فرع میکٹیم 
چون ؟ ۱ سو دح جار | سح "ما است و از طرفی فاصلۂ 307 نقطہ )7 
نا سے مر 8ڑ عیباشد پس : تح ۷ب سے می 

٦وج‏ سل ٢‏ ض۷ ۱ 


بودہ وازا تحا نٌیجھ4 میشود کہ این سیت مقداریست ثابت ٠‏ این نسمت را خروج ار 





از هادی : 


مرکز مربوط ہکانون 7ڑ نامنّد . 





۱۸۱-۰-۔ 

۱ قضیه وارون ۔ مکان نقاطبکہ سیت' فواصلشان از پبکنقطہ ثابت 7“ بات 
خط 10 مشداری ثابت باشد باتك مخروطی بکانون 7۲و بخ|ط مادی ج] خواهد ہود۔ 

محرر ھای مختصات را عمود بہم و از نقطه :7 طوری مرور فیدھیم کە رن 
موازی زا و بمعادله دسج باشد . شرط آنکہ نسبت فاصله نقطه (ئ۱۶ء) 35 
از مہداء 0 واز خط (] مساروی عدد ثابت ء ہاشد آنستکہ : 

(٢‏ -جو) او سس ٢۷پ‏ سے کچ 
باشد این شرط معادلہ مکان مطاوب ودیدہ میشودکە نعایش یك مخروط را میدھدہ 
چون این معادلہ را بصورت :--- 7 
ہے کو ٦ى‏ - بج ٣و‏ ب ٢‏ لے ١٢ہو‏ لہ (۷ویہ )٢و‏ 

بنویسیم دیدہ میشود کہ مببن آن ٦‏ کے بودہ وازا نجا خنانکه مخالف صفر 
باشد مکان مطلوب مخروطی رای خواہد بود چون ١ - ٢‏ سح ۵0-٢٤‏ امت 
س ‌اگرھ کرش پور گن ظا مساق باف جامد مف رط امن ای تا 
شلجمی خواہد شد . پس میتوان تعریف دنر زیر را جہتکانون نمود : 

نقطه 77 را کانون مخروطی 5 ہند چنانکہ بتوااك خطی مثلا تا پیدا نمود 
بطور کہ ٹسہت فاصله عرنقطه منحنی ازاین نقطه وا بن خط مساوی مقداراہتی باشد . 

۳ ۔ طرز پیہدا گرٹن کانونا۔ معادلہ منحنی را بصورت کلسی 
ھ حد 272 8× )حر )١(‏ نسبت ہمحورھای عمود بہم گرفتہ چنانکه قطه (موہ) 
کانون ان باشد معادلہ این منحنی بصورت : 

ہے ۲( گر لب ور ۔ل۔۔ج مھ ) - ۲( --و) لم کم ےج) (٦)‏ 

نیز لوشته میشود . وچون این دو معادله نمایش بت خم را میدھند پس ہایں ضرایب 
آ نا باہم متناسب ہاشند وازآ نا پنج شرط برای پیداکردن مقادیر +۱۶۰0 و : 
خواھیم داغت . 

۴۔ کانوٹھای بك بیضی ۔ معادله بیضی را بصورت سادہ سشٌّدہ 


آی ھت 


کی ا یں فرضکردہ عاریقه وق را برای بدست اُوردن کائو نہای 


-۱۸۲۔- 


آن ہکار ھیہریم : بدینمنظور باید مقادیر ین م8 ۷ ٢‏ وو 744 را طوری پید| نمود کە 
معادله فوق بصورت ۲( وسٌّتہ شود وا ۱ نک بابد شش مقدار ق8 : م‌ اگ ور ۱م 


وا بطوریکە در سگئں 
. ۳ ۲ 


٠ ۱‏ 
[ ۷( وج /)۔-6۸(۲-ی)۔۔ ((-ع)] ۱8 سپ ۔ااپش ‏ (م) 
صدق کنند بیدا نمود . طریب موچ شرط : اعد وا 8 وا ہم سے وہ رر را ہما 
دادہ و چون ج8 مخالف صفر سك ار ا نحا دو رشّهہ : ٭ سہ ار و ص سد جور 


ہدست میابند : چنانکه رہہ ٭ سا وزم ر| انٹخان کنیم ضرایب "و ۸ نکی ھای 


۱ ۱ : ںہ 
ہ- 38 وف کل را ہما خواھند داد . در نتیجە یقیه اتحاد بالا بصورت 


( زم +2 )۔۔ بڑھ مج) ]ےم ٦‏ پت 


نوشته شدہ وچون أ نرا بصورت : 
0ھ 
( مر لم مز یر ) سے جس سر لب پں “(٢‏ )سس (() 
: : "2 ۱ 7ی 
پہویسوم بستکی سار ) ٦٦‏ دج (٦)‏ 4 ۔۔ اش" ا سد ٣م‏ ہیں ھیشود ازا نحا 
مقدار ً5 سے ' دہ ھ7 وا ۲٠6‏ سے یم بس ازفراردادن ٢ى‏ ۔ آپ سے ٢م‏ 
بد سہت میایں ٠‏ باللاخرہ بازاء ھریات از مقادیر 7 معادلہ (٤‏ بصورت 


٢چ‏ ایم 


م٢ سے‎ ٢ کر ۔+ہ برہم ) سے جر ا سلہ بے سی‎ (٢ 
ف2 ہے‎ 7 3. ۰ 7 ۰ : 
/ نوشتهہ شدہ ومیتوان مقادیر زہررا حہت گ۸ و نوشت : و جع کررے...-ہ سے‎ 
ج‎ 
بس بطور ختلاصہ مقادیر‎ 
۱ یم‎ ۱ 
می ےت 7ز سے سد کم ےھےم ھ سم ۰ ہے سے مق ٭. جحسد: یور‎ 
6 ٍ 2 


پکستگا جوابہای,مسثلہ بودە و وکا فتکر کہ ار شرط ۵ سم / شروع هیشود 


: ۱ 
مقادیر ہے آآآو ہ27۲3 ہے آق سی ر ھن را ہما خواہد داد 


-۱۸۴۔ 
و چون ک مہ است این دستگاہ زہفهہ ھای حقیفی نداشته و دو کانون موھوی 
تعبان میعماید . ۱ 
پس نتیجة میشودکە ہربیضی دارای دوکانون حقیفی (۰,ء) و (ہ,ء - )"ل7 
واقع روی محور اطول بودہ وخط ہادی مربوط بہر کدام ازآٌ نبا( ٠ے‏ ی) 


عمود بہمان محور خو(ھد ہود .و بالاخرہ خروج از رکز مربوط بہر کدام 





سس 1 ٢ورم‏ سل [۳٣‏ ےد بودەو نیز دبدہ ھمشود کہ این مقدار کر کت از 


۱ بل مبباشد . ۱ 
ْ 86-۔ شھاع حامل ؛ِك نقطه پيیضی - کا را بکی ا زکانو نہای بیضی بمختصات 
بے یس نو -ق0 فرض کردہ چنانکە معادلہ بیضی را بصورت (٦‏ بذویسوم 
ذیکه میفودکا فاصلهمر قطا یھ عو آن ات 

(۲ 


۱ ۱ 
تے۔ سس پ | صح |۴ م ۸+ پر وہ جوم سے "[ آڑ 
إْ ٰ 


میہاشد : برای تنعیان علامت طرف دوم این بسک بابد ملاحظه کرد کہ سے ئںم و 
: :2 ۱ ۰-۰ 6" : 
ازحیث قدر مطلن ھردو کوچکٹر ازرء بودہ وازا نجاء >> ے- یز خواہدبود. 


نت شه علبت | گگ ےس3 11 میباشد 
رر _--- سی ظمسشۂ قست (ستآ, × ہد جہدتی ا همماسیل. 
و در نتیجه ے ید دو کر ا اد ج 


90٦‏ - قصَيه - مجموع فِواصل ھر نقطہ بھضغی از درکانون مقداری ثاہت و‌ 
دوکانون (بھورہ)ل(ار(ە٥بء)‏ ال را در نظ ر گرفته چنانکە دیدیم : 
کی 


ا ای و رہ 2 ے سے 7 ]7 


7 
بودەردر تیحه ب۲ سے ۳8(](۔۔ 3× خوإھد شد۔ 
تبصرہ ے ارز آ بح گفتہ شد نتیجه میشو دکە کانو نہائی کہ ہدین تر تیب ہرای 
مخروطات تعریف کر دیم اکر کار ماس ہطریق معمولی برای این منحنیسات 
تعریف میکنند میباشند زہرا نظیر قضبه بالارا میتوان برای ھذلولی ر شلجمی نیز بہمان 


آر ہب ثابتِ مود 8 


-۸5۵١۔‏ 
معانٰ‌لھ4 مخروطات در مختصات قطہی 


۷ ے مماد زڑہ موی مخجروطات در مۃصات قطاہی 2 قطب را در بات 
کانون و محور قطبی را منطبق ہرمحورکانونی فرض میکنیم . خط ہادی ہرەخروطی 
دراینحال موازی ر0 وہمعادله تر سے پ بودہ وازا نحا معادلۂ ہرمخروطی(۱۹۴۳) 

٭ ے ۲( مر لا )کو سے پو ال ٢ج‏ 
خواھد ہو چنانکه اہن معادله را در مختصات قطبہی بنویسیم بصورت : 


٭ سے ۲( مم )۱ػ ی۳ن ص| ) کی ٣م‏ 


گر چر 
ىت ہت ملسم سم سس و یسل تطیحط 0( 
جم جںن ء ۔.- ١‏ : 





نو سُمنة شدہ و دہ مہثے د کە ہیں معادله سس 
ٌ دو ھت ۳ جو چون 0-٠!‏ 


آحزیه میشوف۔ اہن دومعادلہ ھردو نمایش بات منحنی را دادہ رانک 7ء را مساوری 


۰ : ۰ 7 7 
۳ فرار دھیم معادله کلی مخروطات بصورت : 2 27 ا ےم ()٢(‏ ۱ 


نوشته خو آعدہ شی 


موم مو و کسجچم جم _ مھوجوے 


بش ھفے ھم 


٦ 


۸۔ تعریف - سطح دوار سطحی است کہ اڑ دوران منحنی ثابتی حول 
مجوری ایجاد شود . 

٢‏ را منحنی مولد سچلح ومحور ٴ22 را محور دوران گرفتد ھر نقطہ ][ منحنی 
در این دوران دایرۂ کە ھمرکز آن جر روی محور و صفحةً آن عمود ہمحور است 
میبہماید . این دایرہ را مدار سح نامند ۔ ۱ 

۱ عیتوان بنوہهة خود سطح را حادت ازحرکت این مدارات دائست . ہدین ٹ رتیب 
که سطح را مکان دوایربکە دارای ٭محور .- 2 بودہ او رری ماحنی 6 کیہ میکنند 
فرض میکنیم. چنانکہ منحنی غیرمشخصی روی سطح بگیریم وآ نراحول ٴ2 دوران 
دھیم ہاز ھمان سطح احداث خواهد شد . و بخصوص چنانکە این سطح رابا صفْحهً 
کہ ہرمحور گذشتہ باشد قطع کنیم منحنی حاصل را نصفالنہار نامند . 

۹۔ معادلە پارامتری سطح ۔ نصف‌النہار اصلی را منحنی واقع درصفحد 
٥ء‏ گرفتہ معادله آ نرا (ھ) وع .۔(ء )رسپ (١)‏ فرض میکلیم . 

چون پس از دوران بزاوبہ این منحنی بوضع ٥‏ قرار میگبرد, در صفحۂ کہ 
این نصفالنہار در آن و اقع است معادله 2 نسبہت بمحورھای 0ء ھمان معادله 
منحنی نسبت بمجور ھای 0ع بودہ و بناہراین خواھیم داشت : 

() ودج (>) عرحد )۲( 
چرن مات استوانةڈ قطه ۱(5 رع میباشند پس مختصات ر٣‏ یج 


عمان نقطه : (ھ) و کت جب ورھ (ئ) کر کے ى پ جم (م)کرسک جح )۲۳ 


-١۱۸۔-‏ 
خواھند شد , چنانکەء وم تغییرکنند ا ساات ثمام نقاط سطح را ہما دادہ و ار 
آنجاگو بند معادلات پارامتریسطح 
میہاشند . این معادلات بدو پاراھتر 
ہستگی داشته و چنانکه در آنہا 
بە صم مقدار ثابتی دادہء را تغبیر 
دھیم ٹمام قاط واقع روی نصف - 
النہار ص را خواھیم داخت . 
برای امت منمحنی 


بر مشخصی ار سطح باید در ھر 





نصف النہہار یك قعله مشخصی را 
بگیریم یعنی بازاہ ہر مقدار ‏ بك شی 
مقدار معبنی جہت ء خواہیم داشت و از آسا ملنحلی مزہور توسط با رابطہ 
(م) 7[ س ء تعیبن خواہدگشت . پس نتیجه میشو دکە عررابطه ہین ء وم( پا منحنی 
واقم روی سطح را تعیین می"نماید . 

٦٠٥‏ معاداء سطح ۔ معادله سطج را ھیتوان ھمحنبن ‏ وسط بت رابطہ ببن 
و ھ نوشت چنانکە معادله نصف النہار مبداء () ج7 سب (,) باشد 
برای! نکە نقطهای بارتفاع ٭ روی سعاح واقعم باشد لازم وکافی است کہ فاصله او ان 
مجور ػو ہآ لپ سے 30۰0 سے 1ھ مساوی شعاع مدار (و) 7ڑ سم سے ,3۲ 1. 
مم س ھس افاہ ود ھت حم 
برقرار اذ . این معادله معادله سطاح میباشد . 

پس معادلہ سطح دوار از قرار دادن و+ہ'م ‏ بجلیے در معادلہ 
نصف النہار مبداء بدست خخو اعد آمد ۔. 


۰س۹۸۷- 
راس کرفٹہ مفادلة نف النہار عبداء 07 وا ران : 'بودہٴو از آ جا معادلہ مخروط 
وووارت یں "سس لی خواعد مہ 
طبق اخ که گفتیم این فقط نصف مخروط بالای صفحہ وج را نمایش دادہ 

قسنمت دینگر آن بمعادله ٥۵‏ وج سے ول "م۷ك بودہ ومجموع دوقسمت 
توسظطععادله ٢ئ‏ آت سک وج ٭ھ ‏ نمایش دادہ میشؤود. 

۔مثال ٣‏ ۔ ببضوی دوار ۔ نصف النہار در اینحال بیضی ومحور دوران یکی 
'اشوراعقی لی اس چتانگ عنحور دوراات محور کاوچك بیضی باشد معادلہ 

۱ 21 .- 
نصف النہار ٢ی‏ جو وت ہودہ ودر نتیجه معادله بیّوی 


2 سج ٢ج‏ ۱ ۱ 
١‏ سے ہہ .سے خواہد شد . چنین بیضوی را پہن یا ناەانرھ گویند. 
چنانکە محور دوران محور بزرگ بمضی کاشد نصف النہار ھبداء بمعادلہ ٠‏ 
٢س‏ : آ2 ٢‏ سل ۲ك 
٣ ٠‏ ہی بودہ ومعادله بیضوی نیرز ١‏ - کہ .کہ 


خواھدشد چنین یضوی راکشیدہ یا ۵عدمااہ کو ند . 


مثال ٣ت‏ ھییر ہولو ید دوار رق پارچهە ع نصف النہارھذلولی بودہ محور 





درران محور عمود بمحور کانونی ہمعادله : ہے مت جد ا میہاشد : 
۱ رآ ۰ گ2 ای سن ھی 
سس ازا نج هک گفتیم معادله سطح ۱ سے 3ے سم سم ً سم خواھد بود: چنانکە 


لین سطاح را ہا صفحہ سے و قطم کنیم متاع توسط معادلات 














۲ گے ز0 "2 2 ۲ 
+١‏ 2ھ ہت ۲١٣۷‏ تھے بے جنتع لزڑ و پا ١--ۓ"‏ ۲ ۔-۔ 0 ہإ ہے 7ر7 
بھ لہ 7 7 
۱ آ2 +" 7 : 
و یا ات ا ا 2 ہ ‏ و نماہش دادہ شدہ و این معادلات بدو ذستگاء : 
٦ 2 2‏ گے ۸ 
ےس ْ ہے ہمہ سے پلسے جج سی ں۹ میشود ے 
7۶ ہد 2 2 گی و 2 ْ 2 تی اھر جا مممم و 


احربات ار این دو وت کاو اش ہلت خط مستقیم را دادہ واز ا نجا مقطع از دو خط 


کہ در روی مجانبہای نصف النہار مبداء تضویر میشوند تشکیل میشود . 





-۱۸۸- 

از دورات ھ رکدام از این خطہا سطح مزبور احداث شدہگویند این سطح 
دارای کر ددنگاہ مولد مستقیم ابخط سام .از ہر نقطه سطح دو خط کہ ھرکدام 
از پکدستگاء میباشند سک نا ۱ 

و رصی ےک رھ تی ھ7 نرا قطع نگردہ 
وہا آٗ ن نیز موازی نباشد مفروض ہاشند از دوران خط اخیر در حول حور "ھ باز _ 
ھمان سطح [إحداث خواھد شد . 

برای اثباتکافی راست که عمود مشترك این ۰ را محور و ہاگرفتد وطاول 

آنرا براہر > فرض کنیم. ٭خط 8 چون عمود به 0۶ است موازی صفحه ٥ء‏ بودہ 
و لصؤیر 1ن روی این صفحہه از ٥‏ خواھدگذشت ٠‏ پس معادلات آن : ۱ 


ہساتو کس گے یبائد . سطح حاصل از دووان آن حول ء0 طبق آنچہ 


7 7 
٢ ۱‏ ۲ ر۵ 
کە گفتیم ١‏ سے جک غ مھ خواهد شد۔ 


ازدوراق با ھت رشرل بغ سر عی ریراقت ھراز رك جار آخدات 
شدہ وچنانچہ اہن خط محور را قطم کردہ باعوازی ان ہاشد سطح حاصل مخروط 
ریا ارات شرآعد هد 
مثال ۴ - ھیہر بولو ید دوار دو پارچہ ے چنا نکەمحورہ دورانمحورکانونی 
ہذلولی باشد سطح حساصل از دو قسمت قربنہ نسبت بصفحۂ عمود بمحور تشکیل 
شدہ وھیپر بولولید دوار دو پارچه خواھد شد نال نصف النہار : 
١‏ سے 


سڈ آ2 ٢پ‏ لہ اچ آ2 
۱ سد جہتوجج و معادله سطح : چو وچوس ہچ 


جج 





2 

میباشد . ایر:_ سطح چون از دو قسمت جدا|گانە تشکیل شدہ است دارای مولد 
: مستقیم الخط نمیتواند باشمد . ۱ 

عیہاشد : معادلہ نف النہار : سم ٣‏ سرد آج ومعادله سطح : م٢‏ کس او لہ اج 


خواهد ہود. 





۱۸۹-۰ 
سطو ح در ج4 نوم 


۹ ہ۔ ثابت میشود کہ چنانکە در سطوح پیش بای مدارات ٤‏ بیضی و با 
ھذلولیہای متشابہ قراردھیم عمویترین سطوح درجه دوم‌را خواهیم داشت . صففحه 
منحنی مولد را صفحہ نز ومنحنی ھادی راک در پیش نصفالنہار مینامیدیم دز صفحہ 
۱ 02+ میگیرم . سطاوحیکە بدین تو ٹیب بدست مبآبند اس از ہبررسی حالات مختلفهہ 
پنج عدد میہاشند . ۱ 

: بیضی بمعادله‎ <٥ بہضوی ۔۔ منحنی ہہادی در صفحه‎ ١ 


۲ 
١‏ سے رع سے (١)‏ بودہ برای تعبین مولد ھاکە درصفحات افقی رائعند 


٢ "٦ 
بەضی واقع در صمَّحه بح ہا را فرض فیکثیم, چرن این بہضی باید رویمنحنی ھادی‎ 
تکیەکند بس پکی ازراوس ان نقطله عادی بہودہ و چرن نیم محجور دیگراترا ہہ کے‎ 


نمایش دھیم معادله آن ُ 


خواهد شد بات مولد غبر 
مشخص در صفحہه ۷ئ '0 'ء 


: بارتفاع 7 متجانس لیےڑكی 





۱ بہضی ودارای نیممحورھائی 
عتضكاسب ان بودہ و چون شش 8٦‏ 

عاول ۱ نہا را ہ4 ممبر و کرودد نمایش دھیم سس ازملاحظہ انکكکەه یکی ازاین نم محورھا 
ك0 بعئی 2 نقطہ ۸ بیضی (١ٰ‏ مربوط بارتفاع ط2 امت ہستکی : 


۲ 
(ج۔ ) سک اس ریا 
٣ -‏ ے >ے ے جہر ویا: 
5 : 








را خواھیم داشت . حال تمام نقاط مولد مزبور در معادله : 


٢ :‏ 
گت لپ ےت ویا: ٢یب‏ ےہ + یت 
آجتد ے وم 07 7 








٢‏ سے 





ك- ۹ے 
صدن کردہ و چون بجای ٢ہ‏ عقدارش را قرار دھیم نتیجہ ھیشود کہ ہر نت مه سطح 


نت ۲ 
٢‏ کچ 


کی ۲ : 8 
ہے کل ما ما یر کا ری کت تع کہ یج 
در معادله کت ہے سے سلہ 7 وبا١‏ . +۔ 2 سل ۲٢)‏ 


7 
صدق خواہدکرد : ۱ 

و و کس سا اڑ آسند گلتهائی کس موہ کا خر نقطه که عخنسات آن 
در این معادله صدق کند روی ھولد ارتفساع ت واقع بودہ و ذر نتیجه روی سح 
واقع شدہ است . پس معادلہ (۳) معادله بیضوی است. 

نک دیدہ میشود صفحات مختنصان صفحات تقارنِ سطح ومحورھایمختصات 
محور ھای تفارن میباشند . 


٣‏ ۔- شیبر بواولبد بش پارچە منحنی ادی درصفحہ 0۶ء مذلولی بودہ 


7 


محور کانو نی ۱ ن0۰ ر بمعادلہ 


میباشد مذجٰی مو لد درصفح4 ئ0۶ 
3 
بمعاد لہ 


2 گج 
جہ ٤ي‏ 


ا 


لص 


ئا 





بودذہ بات راس ان نقطه عادی 


میبساشد : بت مو لد بر مشخس شش 8۷ َ 
7 0 03 ای ُ 
بمعادله ٌ ٢‏ وور سے 7ج 5ہ دک بودہ وبات ٹیم محور ا ن ہططول 'ور'نا سے ور 
2٢‏ 
بی 7 منحی ھادی خواھد بود دراپنجا ) وی .ح١‏ () ٢ے‏ ہے ٢چ‏ 1ور 
2 ۱ 
و 2 : کچ سل۔ ١‏ سے و سد ودر نتَيحه معادلہ سطح ۰ 
2٢ ۸ ۲ 5‏ 5 ل وت 
یا سل۔ ١‏ مس مر سلہ ات -.-- اا:. ۰٣ےے‏ الہ سم رک نج (ہ) 


٢ 5٦ 2 ے٢‎ 4٦ 


خراہد ود" اہن سطح دارای ھمان عوامل تفارن بیضوی میماشد 8 


۱۹۹-۰ 
آبصرہ ین سطح نظظبر حالتیکہ وی > یعنی دوار است شامل دو دستہ 
بینہسایت خط مستقیم هیہاشد . برای الثبات نقطة از بیضی ھولد را بمختصات : 
٭ وم ے سے بج پر وو مجر سر در نظر 5رفتہ وھماس 27 در اہن نقظطه درنظر 
میگبریم . معادله آن : 
ہمسہیہجے72 ر ومم ےہ سے کر 7- 7 


. شی شس پا : ١ے‏ 817 یں یں ہے 
کر وم 6گ > ووڑوے۔-ے ٌ ١م‏ ہے 





میماشد ٠‏ حالکوئیم مقطع سطح توسط صْمحهہ قائکەہ ازاین مماس بگذرد ازدر خھل 


شکیل ھیشود : اہن مقطع توسط دستگاء 7 


' گی ت3 فی 
تعبان گشتہ و چنانکھ أ نرا برحسب 2 و ط حل کیم معادلهُ حاصل برای 


و ۲ 
۰ 2 27 رت 
بصورت : شید ) سے س۔لہ ١ -) ١‏ لہ لت پر وق ٢ا‏ ا ا 
٠‏ : آج رھ ٢س‏ 
۰ . آ 1 مگ 
ویا: یھو ۔- -ح (ے ووں ۔ کہ () 
۲ ے 
دے 0 لگ 
و‌ بالاخرہ : نگ تس ہے وت 


نوشْته ھیشود . معادله حاصل برای 2 اڑ دومن معادل۸ دتستکگاہ (ج( بوسب ۱ مدہ 


و محاسبه 1 ٠‏ 
22 


:. رت : رت َ کک 
کر چوڑپی .لس چچع -۔-۔ ک۔ اے برہو سے 8۲م ۔۔ تر یع کر وریع ...3 ١‏ سے6 یم لا ۔ 1٦‏ ۰410 
2 ۹ 2ئ 0" و 


میباشد یس دستکاہ (٦‏ ہدو دستگاہ 
2 27 
پر ووڑچھ ل٠‏ کر وم گے .. سے و موم سے ووزو ٠“۔۔‏ لہ کر )۷۷ 
٠ ۰‏ 3 7 


2 ۴ 
پر ہیںم سل. پر وووو -۔ سے ہے سم ٰ۸( 
مات 


۰ َ لا 
۵07 کر جوم سس ہس 
: ۳+ اد 7 بت 


حزیہ شفہ و چنانکہ سی بینیم نمایش دو خط را مبیدھد ۔ این دو دط سرت رصہ<ة 


7ڑ*چ آفرینھ بودہ وجنانکە کر را تقبیر دھیم دو دستگاہ مولد مستقیمالخط خواعغیم ذاثنت 


۱۹۴۳۰۔ 


-٢‏ یہر بولولیں دو پارچه ‏ منحنی ہادی ھذلولی ہودہ حور کانونی آن 
۰ ۲ نا ۰ 7 - 5 
07 و ہمعادلہ ٦‏ لوّست - 


۲ے ۲" 





۱ میباشد 5 


معادلهکلی ول ھا بصورت : 


٢ 


۲ 
گا ٌ 

۲ گے 
ا 7 





ہودہ و چاانکہ عثل پیش حساب 


3٦ 





٢‏ 2 ٌس" 
و ےت یھ ور سرت 
خو اك شف ۔ 





۴۔ پارا بواولید بیضوی ۔ 
هنحٰی هادی شلجمی ہمحور ک0 ش ۸ 


و بمعادلہ ر٢‏ سے ٢ہج‏ بہودہ مود ھای افقی بیضی ھائی ہمعادلہ کلی : 


ٹ0 ٢‏ 
٢وبر‏ ححت کے سلہ کے 
٦‏ 





اعت در مو لد ہار تفاع مو 
ور ٢‏ سع ٢ے‏ ٦یہر‏ < ۴م '() 


٢مًَ٤‎ 


ا 


سے ٣ور‏ 





بودہ واز ا نجا: 


خو اعد شدں ٠‏ یس معادله سعاح 0 
۲ 











عورکے رر کے : 
٢‏ ت وھ و می 
اک ۔ 7 لڑے 
چنانکەہ قرار دھیم سے ٦‏ ش ٣۹‏ 


: ۲ ۲ 
معادله سطح را میتوان ہسصورت : ہے ٢‏ ہی طجے نہر نوشت ‏ 
مقطع ابن سطح ہا صذدصہ 02ر شلجمی سے پ ٣‏ تد ٦ج‏ مبباشد : 


ہے پاراہوٹوآید ھبہپر ہو لرك ے۔ منحنی هادی ھمان شلجمی ج٢‏ سے 27 


ت۳ 3ن 


ہودہ ولی مولد ھا دراہنحال ھذاولی مبباشند : 


٦ 1 7‏ : 
معادلەکلی آ او وو کی ضا وو اسم ای ران 


4 





ارتفاع 2 برڈرار است : 
*ی ۶ج٢‏ سے ار ین آ ٦و‏ 


7ر ٢ ٢‏ ۰ 
سی 2 1 حتع ور ومعاد (ہ 
3 


2 ٦ ٢2 


پک و و جوت 





ج٢‎ 0 


با: مک ےچ ا ہے کا اسم سے کو ضا سن 
و اق ا " اہ _ ےھ سیت 
٠ ٠‏ 7 ۲“ : 7 
سس ارفراردادن : 328 67 


خواهد شد ۔ “ 





چنانکہ 2 ازصفر تاہن۔۔ 
تغیبر نماید مقطع ساح کە در سو 
ارول فقط از دو مجصانب تشعکیل میشود ہمرور بزر کٹ شدم و راوس ۸یک۸ 
به بینھایت ھیروند . ٰ 
۱ ۲ 20 دیگر سح مٌ ھست کہ بامعادله فذوق نمایش دادہ شدہ وبازاء 
مقادیر 2 عنفی میہاشد . مقاططع افقیکه بازاء این مقادیر ‏ گرفتہ شوند ھذلولی ھائی 
0221207 ےھ بت بطوریکە جج ۷ سے حے و وور باشد خوآھند بود . 


مجانبہای | نہا ھمسان امتداد را داشته ولی زوایائیکه درا نہا خمہا واقعند عتفاوت 
ات ونیز راوس ابن ھذلولیہا روی شلجمی ٤7‏ ۷ے ہے ار کەمقطع سطح باصففحہ 
سے نی میہاشد واقع خواعند بود 


۱ مقاطع این سطح ہا صفحات 6 سد م سے یج شاجمی ہای ۱ 
َ٭ تو یں ۲ ۳ : 
جج سط نے () سر ٢‏ ۔. سس او بودہ نمام .- مساوی شلجمی فروںل ورارس کہ 


ے 


اُنہاروی شلجمی مفروضمان واقع عیباشند . 
اس عیتوان ان سطاح را از انتقال شلجمی ثابتی روی شلجمی یکر بطوریکە 


-۱۹۵۔ 
رحاس ثاہت لۂ لغزیدہ و صفحہ آن عمود دس ہی ثابت ر محور 


عم 
0 


ان موازی محور شلجمی ثابت باشد دانست. 
تبصرہ اڈ پارا بولوئید عیبر ہولیات شامل دودستوهہ اط میہاشد وھردسته اط 
موازی باتك صەٗحه ثاہبت ہودہ واین دوصفحۂ ر| صفحہ ھای ھادی سطح نامند . معادله 


این صفحه ھا از صفر گروب مجموع جملات درحه دوم 7" سطح یعنی : 





٢ ٢ 
. چھ تھے نت 1 تا امک اذ اناد ا 9 سے ےگس‎ 
۷ بد‌ست ہ وار !ا و جک‎ ۳ 7 


ثابت میشود کہ اولا ھرصفحہ مزازی:یکی از این سو در طاول 


بژإ حط مسنقیم قطع مینمابد 8 زیرا تربُیج موازی ا ہے کی ری جح 


ظط 

















2 و 
: : ۵ جو یم 37 2 7 ستداہ : 
ہممادلة ٌ ۷ -ل ت2 بودہ و مقطع وسط د کا ۱ 
1 2 ۲ 7۸ 
وت ۰ - ( ہے۔>- ہے سے اہ رہ 
و ْ خ ۷٣٣٣‏ چرچ ا 
نمایش دادہ و . حال دستگاہ معادل : 
اس ٭ ہج ر٢‏ ہہ ا من 7 
ج نے کے سوج جح 


بودہ و دیدہ ھیشودکە نمایش يك خط را میدھد . وھمجنین است برای صفحد دروم . 

قبصرہ ٣‏ - پارا بولوئید را متساوی الساقین گوبند چنانکہ دو شاجمی اصلی 
ہساوی بآغند یعنی وع بر با مد . مقاطع اقی در ابنحال ھذلولیہای متساوی السافین 
بودہ ومعادله سطح را بس پچ ور ٣س‏ ار تج میباشد, چنانکە دراینحال محور 
ھای مختصات را محور و0 و در خط أ0 ر١0‏ که تصویر مجانبہا روی "7 ودر 


اپنحال نبمساز ھای زاویه 0۶× ھستنند بگیریم ؛ دستور ھی مبدہل معتصات 





سا( )سم ا سے 


کے 





رح (٘؟ لہ-ۃ 





۰( -.) وہ یل سر 


خوآمند بود واڑ اق لم ہصورت ٭ صد ر7 پر -۔ 5ڈ نوشته میشوفد ۔ 


-۔٥۱۹ھ-‎ 

بش - استوانه استوائنة مواڑی و٥‏ در نظر گرفتہ برای آنکے سن 
روی آن واقع باشد لازم و کافی 
است کہ تصویر ٢٢‏ آن ہر 0۶7 * 
درروی اثر ٥‏ استواله واقع باد ۔ 

مصادله ٤‏ را در سفحه رمع بب 
ووروات جو کا 
چون مختصات (ئر,ھ) شطه ٢٢‏ 





ھمان مختصات لاوز نقطہ ند 
معادله شرط انکه × ہم ش ٦٦‏ 
رو یق استوانہ باشد یبانکردہ وار أ نجا معادله استوانه خوآھد بود 

پسش معادله ھراستوإنه کە مولدھای ان عمود بیکی ازصفحات مختصات باشند 


ہس اأكے 


عمان معادلہ اثر استوانه روی این صفحہه خواھد بود ۔ 

٣‏ ۔- مخروط ۔ مخروطی را توسط 277 و منحنی ھادیش ٢‏ فرض کردہ 
مبداء 0 را دررات ومفحنی :) را مسطحہ وموازی صفحه 0۶ء نیز ھیگبریم معادله 
این منحنی >> )ا نے دج ا 
بودہ وچون تصویراین منحنی روی 
0٥ج‏ فساری ھمان>) در صفحه 
سر'(أ'س است پس اردان در 
اہن صفحه دک ( ۷ی ")۳ہ 
خواہد بود. 

قطه (د:,۶,ء) ا( راروی 
مخروط گرفته و (مرےیے۴*) "ل2 
رااثر پ03 روی و '0 ۱ فرض . 





میکنیم . چون لل([۶ و رری شش ٦٢‏ 
٠ 2ٰ ٰ ٍ ۲‏ جک ہے ۂ ز ہے ! 
بكخط واقعند بس :سس سك سے ے بووم واز | نجا: 5 3 2 ۰ 2 ن3 بے 


-۔١۹تس‎ 


ًَ ہود . چون 1( روی مخروط (ٰست پس تل روی :٢ا‏ بودہ واڑزا تع لازم میآید 


ھ ےب اچ ور سی 2 وت ج‫ ) لہ باشد. . یس این * معادله معادله مخروط خواهد 


ہود اتک دیدہ میشود (ین معادله نسبت ب۸ جس ھمگن میباشد. 

و برعکس عرمعادلہ ھمگن از مم و تو و ثمایش بات مخروط کہ زان ان در 
عبداء مختصات است نمایش میدعد . 

زیراکە میتوان معادلہ آنرا بصورت:, ٭س-( گت )]پ 
نوشتہ و چنانکہ دیدیم این مصادلہ مخروطی کہ راس آن 0 و ھادی آن ممحنی 
ےس (طمرعج)“" ١‏ ے2 است نمایش میدھد. ٭ 

۶۷ے مخر وطھای ذرجه دوم ے ھرمخر وط درجه درم چنانکە مبداء را 
یہ زاش ان منتقل کلیم معادلةُ بصورت : 

٭ ص وج ''م ۲ س۔ل سس و مز ٣‏ ۔لہ وہ ظط ٣۷۔ح۔‏ ہر سو روز 
خواھد داشت . مقاع این مخروط توسط بت صفحہ یك منحنی درجە دوم خواعد 
بود . زیرا میتوان صفحہ قاطع را موازی ۶۶ء فرض کردہ و در اینحال معادلہ مقطع : 


* سے و بج ٢‏ جن جو ' ٢‏ ۔+- و0٥‏ ٢ل‏ جو ۸۔۔ اپ ۸.ےہ ۸۲ھ ۰7-- 
ویا: ہے ۲م ا ۔ل۔ نزڑء ۲٢‏ ہا ہے "3[ ٢‏ ۔ل ٢ز‏ 'ھ لوج "ظط ۷۔- اج ۹ر ".3ہ 


خواھد !وق معادلهہ دوع نمایش تصوبرمنٰنحئٔی روی 0> را یز دادہ ورچونںن ازدرجه 
دوم اسثشت س قَضَي ثابت همیشود ہس میتوان این قضیەرا ہدین ٹرتیب نر ببان نمود: 
منحنی ھادی ھر مخروط درحه دو یپاک بہضی ٤‏ ھذاولی وہا شلجمی میہاشد ۰ 
وبرعکس ھرمخروط ہراس 0 ومنحنی ھادی درجہ دوم واقع درصٔحہ ء سے چ 


دارای معادل از درجه دوم خواھهد ہود. 


پایان 








ؤكھ4 
پش نتااەدت لف ہردار ھا ۱ 
چندہہای راستادار ۱ 
چمغ هندسی 3 
تصاوبر ٔ۸ 
حاصل رت داخلی پا اسکالر یی 
۱ حاصل شرب خارجی با برداری ٥‏ 
ھمگنی 1٦‏ 
مشتق هندسی ٦‏ 
بعیں دوم ۔ مختصات ٦‏ 
بعشی سوغ ہے خخط و سطاح وڈ 
باعضی چھارم ھکان ھمُدسی ۱ ۰" 
تحعش اٹم ے خط در صفحه ۵٤‏ 
مسائل ھربوط بخط ھستقیم ٦‏ 
بخشں ششم ۔ صفحہ وخط در فضا ۸ 
صق<حۂ ۸ 
خط در فضا ۷ 
بخش ھفتم ۔ دایرہ ۷۹ 


بش هشتم کرہ ۱ 7 


بخشس ‏ هم - خط ھماس _ صفحہ مماں 


بخشس ٹھم ۔ بررسی یك منحنی درنزدیکی بکی از نقاط ان 


بحش یازدھم - رسم منحنیات 


١‏ زسم منحنی کہ معادله آن بصورت (ج) تر سب و 


دادہه دم باشد 


۲٢‏ زسم منحنی کہ معادله آن بہسصورت پارامتری 


- 


ہبعش ڈوازدھم - 
بش سیزٹدشم ۔ 
بخش چھاردشم - 
بعش پائزٹھم ۔ 
بعش شائزدھم ہ 


)۴ آدہ شہداہ باشد 


زسم منحنی کە نادان تابع ضممٰٔی ار و باشف 


رسم خمہای قطبی 

پان قال 

خمیدگی خمہای هامنی 
خمہدں گی خمہای چب 
مخر وطات 

عر کے بات مخروطلىی 
سادہ کردن معادله درحه دوم 

قطر ھا 

محور ھای مخرو علی 

کانون وھادی 

معادله مخروطات در مختصات قطہی 
سطوح دوار ۔۔ سطوح درحه دوعغ 


سطوح درجہ دوم 


صؤد 


۸۹ 
۹۹ 
۹ 


۹‌ە 


(۹۷ 
۷۲۳ 
۱ 
وک‎ 
٤ 
رت‎ 
۸ 
٦١ 
۰ 
۷۱ 
۷۸ 
۸۰ 
۸ُ 
۸ 
۸۹ 


۶٭ جںں عجمہ٥۳۹٠‏ 


۶ عط) دہ 0٦ھ(‏ علەصمط ەنطط' 


8ص4 ۶1ہ صظ ۵ .۵محرمھماہ امما 
×ط ج٘ة طمدہ ٢ہ)‏ ٥ءوغطہ‏ ہط آلنمه 
۰٥ط( ٥٥٥‏ امز٥۶(‏ ہز عاەەطا 





۹) 1: 


٢۲ 





